
SUPERFICIES CUÁDRICAS

Una super�
ie 
uádri
a es la grá�
a de una e
ua
ión de segundo grado 
on tres variables x, y, z. La

forma más general de tal e
ua
ión es

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz +Gx+Hy + Iz + J = 0

donde A,B, . . . , J son 
onstantes, pero por trasla
ión y rota
ión puede llevarse a alguna de las dos formas

estándar:

Ax2 +By2 + Cz2 + J = 0 o Ax2 +By2 + Iz = 0.

Las super�
ies 
uádri
as son las análogas a las se

iones 
óni
as del plano, pero en tres dimensiones.

A �n de dibujar la grá�
a de una super�
ie 
uádri
a (o de 
ualquier super�
ie), resulta útil determinar

las 
urvas de interse

ión de la super�
ie 
on los planos paralelos a los planos 
oordenados. Estas 
urvas de

llaman trazas de la super�
ie.

ELIPSOIDES

La super�
ie 
uádri
a 
on e
ua
ión

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (1)

se llama elipsoide porque sus trazas son elipses. Por ejemplo el plano horizontal z = k (donde −c < k < c)

interse
a la super�
ie en la elipse

x2

a2
+

y2

b2
= 1−

k2

c2
, z = k

y, en parti
ular, la traza en el plano xy es justamente la elipse

x2

a2 + y2

b2
= 1, z = 0. De manera similar las

trazas en los otros planos 
oordenados son las elipses 
on e
ua
iones

y2

b2
+ z2

c2
= 1, x = 0 y x2

a2 +
z2

c2
= 1, y = 0.

La siguinte muestra la forma de dibujar algunas trazas que indi
an la forma del elipsoide.

Las seis interse

iones del elipsoide son (±a, 0, 0), (0,±b, 0), (0, 0,±c).y el elipsoide está dentro del área

|x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ c.

Puesto que la e
ua
ión sólo tiene poten
ias pares de x, y, z, el elipsoide es simétri
o 
on respe
to a 
ada

plano 
oordenado.

Si dos de los tres semiejes a, b y c son iguales, enton
es el elipsoide es una super�
ie de revolu
ión. Por

ejemplo, si c = a, enton
es el elipsoide podría obtenerse ha
iendo girar la elipse

x2

a2 + y2

b2
= 1, alrededor del

eje y. Si a = b = c, el elipsoide es una esfera.
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HIPERBOLOIDES

La super�
ie 
uádri
a

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= 1 (2)

también es simétri
a 
on respe
to a los planos 
oordenados. La traza en 
ualquier plano horizontal z = k es

la elipse

x2

a2
+

y2

b2
= 1 +

k2

c2
, z = k

pero las trazas en los planos xz e yz son las hipérbolas

x2

a2
−

z2

c2
= 1, y = 0 y

y2

b2
−

z2

c2
= 1, x = 0

Esta super�
ie 
onsta de sólo una pieza, por lo que se le llama hiperboloide de una hoja.

Al eje z se lo llama el eje de este hiperboloide. Si el signo menos de la e
ua
ión 2 está enfrente del primero

o segundo término, en lugar del ter
ero, enton
es el eje es el eje x ó y, respe
tivamente.

Si a = b en la e
ua
ión 2, la super�
ie es un hiperboloide de revolu
ión, y se obtiene al rotar una hipérbola

alrededor del eje z.

Ahora, 
onsideremos la super�
ie

−
x2

a2
−

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (3)

Las trazas en los planos xz e yz son las hipérbolas

−
x2

a2
+

z2

c2
= 1, y = 0 y −

y2

b2
+

z2

c2
= 1, x = 0

Si |k| > c, el plano horizontal z = k 
ruza la super�
ie en la elipse

x2

a2
+

y2

b2
=

k2

c2
− 1, z = k

pero si |k| < c, el plano z = k no 
ruza en ningún punto a la super�
ie. Por 
onsiguiente, la super�
ie 
onsta

de dos partes, una sobre el plano z = c, y la otra por debajo del plano z = −c. Por ello, se le nombra

hiperboloide de dos hojas, 
uyo eje es el eje z.
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Observar que, al 
omparar las e
ua
iones 2 y 3, la 
antidad de signos negativos en la e
ua
ión indi
a el

número de hojas del hiperboloide.

CONOS

Si reemplazamos el lado dere
ho de la e
ua
ión 2 o de la 3 por 0, obtenemos la super�
ie

z2

c2
=

x2

a2
+

y2

b2
(4)

que es un 
ono. Esta super�
ie tiene la propiedad de que si P es 
ualquier punto del 
ono, enton
es la re
ta

0P está por 
ompleto en el 
ono.

Se puede ver que las trazas en los planos horizontales z = k son elipses, y las trazas en los planos verti
ales

x = k o y = k son hipérbolas 
uando k 6= 0, pero son un par de re
tas si k = 0.
El 
ono dado en la e
ua
ión 4 es asíntoti
o a ambos hiperboloides dados en las e
ua
iones 2 y 3.

PARABOLOIDES

La super�
ie

z

c
=

x2

a2
+

y2

b2
(5)

se llama paraboloide elípti
o porque sus trazas en los planos horizontales z = k son elipses, en tanto que

sus trazas en los planos verti
ales x = k o y = k son parábolas. Por ejemplo, su traza en el plano yz es la

parábola

z =
c

b2
y2, x = 0.

El eje del paraboloide dada por la e
ua
ión 5 es el eje z y su vérti
e es el origen. El 
aso en el que c > 0 se

ilustra en la �gura.

3



Si a = b, la super�
ie es un paraboloide 
ir
ular, tambén llamado paraboloide de revolu
ión.

El paraboloide hiperbóli
o

z

c
=

x2

a2
−

y2

b2
(6)

también tiene parábolas en sus trazas verti
ales, pero tiene hipérbolas en sus trazas horizontales. El 
aso en

el que c < 0 se muestra en la �gura

Observar que la forma de la super�
ie 
er
a del origen se pare
e a una silla de montar.

CILINDROS CUADRÁTICOS

Cuando una de las variables x, y o z falta en la e
ua
ión de una super�
ie, enton
es ésta es un 
ilindro.

Por ejemplo, la e
ua
ión

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (7)

representa un 
ilindro elípti
o {(x, y, z) : x2

a2 +
y2

b2
= 1}. Todas las trazas horizontales son elipses 
ongruentes

y los generadores del 
ilindro son las re
tas verti
ales.

El 
ilindro parabóli
o y = ax2
se ilustra en la �gura
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EJEMPLO 1 Identi�
ar y dibujar la super�
ie 4x2 − y2 + 2z2 + 4 = 0

Dividiendo por −4, es
ribimos la e
ua
ión en su forma estándar

−x2 +
y2

4
−

z2

2
= 1

Comparando esta expresión 
on la e
ua
ión 3, vemos que representa un hiperboloide de dos hojas, la úni
a

diferen
ia es que en este 
aso el eje del hiperboloide es el eje y. Las trazas en los planos xy e yz son las

hipérbolas

−x2 +
y2

4
= 1, z = 0 y

y2

4
−

z2

2
= 1, x = 0.

La super�
ie no tiene trazas en el plano xz, pero las trazas en los planos verti
ales y = k para |k| > 2 son

las elipses

x2 +
z2

2
=

k2

4
− 1, y = k

las 
uales pueden expresarse 
omo

x2

k2

4
− 1

+
z2

2(k
2

4
− 1)

= 1, y = k.

Estas trazas se utilizan para ha
er el dibujo de la super�
ie.

EJEMPLO 2 Clasi�
ar la super�
ie 
uádri
a x2 + 2z2 − 6x− y + 10 = 0.

Al 
ompletar 
uadrados, expresamos la e
ua
ión 
omo

y − 1 = (x− 3)3 + z2

Comparándola 
on la e
ua
ón 5, vemos que es un paraboloide elípti
o. Sin embargo aquí, el eje del paraboloide

es paralelo al eje y, y su vérti
e es el punto (3, 1, 0). Las trazas en el plano y = k (k > 1) son las elipses

(x − 3)3 + z2 = k − 1, y = k. La traza en el plano xy, es la parábola de e
ua
ión y − 1 = (x − 3)3, z = 0.
La grá�
a de esta super�
ie es
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EJEMPLO 3 Identi�
ar y dibujar la super�
ie x2 + z2 = 1.

En este 
aso, falta la variable y, enton
es es un 
ilindro 
irsular 
uyo eje es el eje y. Se obtiene al tomar

el 
ír
ulo x2 + z2 = 1, y = 0 en el plano xz y moverlo de manera paralelo al eje y.
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