Valdez,G.; Vecino, S.; Oliver, M. ALGEBRA LINEALI (Matematica),
’ ALGEBRA| (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioquimica)

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En adelante consideraremos un cuerpo® R ,C o

Consideremos el sistemafe ecuaciomesales com incognitas (X ,X ..,

(D)fax+aX+a,xg . +ax,=b,
Ay Xt a,X,ta,Xst..tax =b, dondea; h O K
Dol l<ismOl<j<n

Xt X+ A Xat A X = by

se dice que un sistema de n numekgs, k,,...K, es unaoluciondel sistema de

ecuaciones (1) si cada una de las ecuaciones delarse convierte en una identidad
después de haber sustituido en ellas las incogrit&s1l,....,n por los

correspondientes valorésk, k; k,,...K, .

v" Un sistema de ecuaciones puede no tener soluciEmppces se lo denomina
incompatible.

v' Si el sistema de ecuaciones tiene solucién se dea@ompatible.

v' Se dice que un sistema de ecuacione®awpatible determinadosi la solucién
es Unica; y esompatible indeterminadosi tiene infinitas soluciones.

v Sien(l) b=b,=b,=b,=...=b,= 0 el sistema de ecuaciones se llama
homogéneoy siempre es compatible pugs= x,= X,= X,=...= X, = 0 es
solucion.

Sistema de ec. lineales

INCOMPATIBLES COMPATIBLES

sol. O

DETERMINADO INDETERMINADO

El problema de la teoria de los sistemas de ecuesilineales consiste en la
elaboracion de métodos que permitan establecer sistema dado es compatible o no
y, en caso de ser compatible, indicar el nUumersotleciones y sefialar un método para
hallarlas todas.

Método de eliminacion de Gauss:

Consideremos un sistemamecuaciones lineales carincognitas como (1), por el
método de eliminacion de Gauss se obtiene un sastienecuaciones distinto, de méas
facil solucién y equivalente al anterior en el gmtjue son ambos compatibles o
ambos incompatibles, y si son compatibles, poseemismas soluciones.

El método consiste en aplicar al sistema origibplds siguientes y Unicas



Valdez,G.; Vecino, S.; Oliver, M. ALGEBRA LINEALI (Matematica),
’ ALGEBRA| (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioquimica)

transformaciones llamadageraciones elementales

I) Intercambiar ecuaciones entre si.

[I) Multiplicar una ecuacion por una constante nia nu

[ll) Reemplazar una ecuacion por la que resulta de sataanisma otra ecuacion
multiplicada por una constante no nula.

En el sistema (1) podemos suponer, sin pérdidaderglidad, que,, 0
Transformamos el sistema utilizando una operadémental del tipo I, “eliminando”
la incégnitax, de todas las ecuaciones menos de la primera.tBeneslio obtenemos
un sistema equivalente decuacioness& m) conn incognitas:

aZI.1X1+ a'12)(2+ ali—?( 3+ .t aﬁlxn = b 1 (2)
a'22 X2+ a'I23X3+ .t aIZI Xn = b I2

a', X, ta' X+ +ra, x,=b'

Transformamos el sistema (2) sin modificar la prarecuacion y efectuamos las
transformaciones solamente con la parte del sis(8jrfarmado por todas las
ecuaciones menos la primera. Se eliminaxasie todas las ecuaciones menos de la

primera y la segunda, pero ¢ cuando finaliza elggmcle eliminacion de incognitas?

Si en el proceso de las transformaciones obtenemegscuacion en la cualdos los
coeficientes son § eltérmino independiente es distinto de Oel sistema es
INCOMPATIBLE .

Si no ocurre tal situacion el sistema SE@MVPATIBLE .

Un sistema&COMPATIBLE sera:

DETERMINADO si se puede reducir a una fortnangular
(n° de ecuaciones = n° de incognitas)

INDETERMINADO si se puede reducir a una fortreppezoidal
(n° de ecuaciones < n° de incégnitas)

Notacion matricial de un sistema de ecuaciones liakes:

El sistema (1) (a,X+aX,+..+ta, X, =b,;
a21Xl+ a'22)(2+ T ahxn = b2

B X+ 8y Xt an X =,

puede expresarse en la formakA= b con notacion matricial:




Valdez,G.; Vecino, S.; Oliver, M. ALGEBRA LINEALI (Matematica),
) ALGEBRA| (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioquimica)

X
a, A, ... .. 8y X, b,
aZl a22 - - aZh D ) — b2
8y Ay - - Ay) | b,
matriz de coeficientes \ Xn vector

vectorde  constante
incégnitas

Por lo tanto, en lugar de efectuar las operaciendas ecuaciones del sistema,

podemos realizarlas en lalas de lamatriz aumentada:

Dado un sistem& (X=b, AOM . (K) XOM (K ) bCM K ), llamamos
matriz aumentada o ampliada u orlada, a la matriz:

T
a21 a22 . . a21 b2
8 Bmz - - @m0

Teorema: si el sistema den ecuaciones lineales corincognitas es compatible yrses
el rango fila de la matriz ampliada, entonces:

1) Si r <n el sistema tienmfinitas soluciones

i) Si r =n el sistema tiensolucion Unica

Teorema: Sea A es la matriz de coeficientes del sistemdg s la matriz ampliada,
entonces,
sig(A) # rg(Ayp), el sistema emcompatible

En resumen:
A-x=bh
/ rg (A) = rg (Ab) =
/ s.c. determinado
rg (A) #rg (Ay) rg (A) =rg (Ab)
sist. incompatible sist. compatible
P \rg{A}=rg{Ab}*ﬁn
s.c. indeterminado

Nota: en el caso de un sistema compatible indeterminadanfinitas soluciones
dependen de n-r pardmetros

Ejemplos:
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1) [x+2x,-3,=-1
X — X+ XK= 7
oX + 3X, —4&X,= 2

1 2 -3-1 1 2 -3- 1 2 -
F, - F,-3F
A=|3 -1 2|7 |~ 0-7 1110 ~f~ F Fl-0- 7 11
F, - K-5F
5 3 -4/2 0-7 117 00 0-
rg.(A)= 2

(A) £ rg.(A lo tanto el sistema ¢ bl
rg.(A,)= 3 rg.(A) #rg.(A,)  por lo tanto el sistema @xompatible

2) [X+2%+TX,=1
X+ X —X;=2
3 =K+ X;=-5

1 2 7|1 1 2 7| 1 1 2
F,-KR+tR 8 )
101 -1 2| - 0 3 6/ 3~F- FS FR0 36
F3—>F3_3F1 3
3 -2 5|-5 0 -8-1 0 O
rg.(A)= 2

rg.(A,)= 2 rg.(A)=rg.(A,)=2< 3

por lo tanto el sistema es compatible indeterminalds soluciones dependen de
n-r=3-2=1 parametro
3X, +6X; = 3= X, = 1- X,

X +2%+7X,=1=X=1-2(F X, ) %,=>Xx,=— F 8,

y por lo tanto las soluciones estaran dadas &= {(—1—3><3 -2 ,x3) x;0 K}
0 bien S=|{x=a al0K

X,=1-2a

x=-1-3a

Definicién: Una matriz es de la formescalonada reducidasi y solo si satisface:
a) Cualquier fila cuyas componentes sean todas csté® debajo de aquellas filas
que tengan una componente no nula.

b) La primera componente no nula de cada fila queenga todos sus elementos
nulos, es un 1 (uno capital)
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c) El numero de ceros al comienzo de una fila aumemadida que descendemos.
d) Todos los demas elementos de la columna dondecapainel capital, son ceros.

1 0 2 1| 8
1 0 20
. 01 1 -1-3
Ejemplos: 0 1 1/0
0O 00 O]O
0 0 01
0O 00 O0]O

Esta definicion nos proporciona otro método pasalker sistemas de ecuaciones
lineales. EI mismo consiste en tomar la matriz antada del sistema y realizar las
operaciones elementales necesarias para obteneraina de la forma escalonada
reducida.

Definicion: El rango fila de una matriz escalonada reducisl@l @dmerag de filas no
nulas de la matriz.

Teorema: un sistema den ecuaciones lineales carincognitas esncompatible si 'y
sélo si la forma escalonada reducida de la matmzesmtada del sistema tiene una fila
cuyos elementos son todos 0 excepto el ultimo flég A # rg Ay)

Teorema: Si el sistema de m ecuaciones con n incognitasrapatible y sir es el
rango fila de la forma escalonada reducida de izrempliada del sistema, entonces:
1) Sir <n el sistema tiene infinitas soluciones
i) Si r =n el sistema tiene solucion Unica

Corolario 1: Si en un sistema de ecuaciones lineatespatible, elnimero de
ecuacionegm) esmenor que elnimero de incognitas(n), entonces el sistema tiene
infinitas soluciones

Corolario 2: Si en un sistema de ecuaciones lineataogéneo el nimero de
ecuacionegm) esmenor que elnimero de incognitas(n), entonces el sistema tiene
infinitas soluciones

Ejercicio:

Hallar los valores d& (IR para los cuales el sistema de ecuaciones siguiente
resulta:

1) compatible determinado,

i) compatible indeterminado,

lii) incompatible

x+2y—32= 4
3X-y+52= 2
4x+ y+ (/12 —14)z: I+ 2

Solucién:
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1 2 -3 |4 1 2 -3| 4 1 2 -3| 4
3 -1 5 |2 |-gpop(0-7 14|-10|-""%"7 0-7 14(- 1
4 1 A -14A+2 0 -7 MN-2-1 0 0 A*- 18-
Entonces:

v SiAZz4y AN£-4,es \°-1620 y A-4%0, esdecir rg(A) =rg(§) =3
(numero de incognitas) por lo tanto el sistemaagspatible determinado

v sid=4,es \*-16=0y A-4=0, esdecir rg(A)=rg(f =2<3, porlo
tanto el sistema eompatible indeterminado

v siA=—-4 es A\*-16=0 pero A—-4% 0, es decir rg(A® rg(Ap), por lo tanto
el sistema es sompatible

Método de Gauss-Jordan

Este método es similar al de triangulacion de Gaago que presenta cierto
refinamiento ya que consiste en llevar la matracesla al sistema, a la forma
escalonada reducida.

Ejemplo:
Resolver el sistema de ecuaciones linealks-2y+ Z= 5
2X+4y—-z= 2
Solucion:
3 -2 3|5 . rr(l -6 T 6 3
2 4 -12 2 4 - 0 16 -
E 1 -6 4|3 = g
IRERET __Fi~F+6F, __F~F+6F,
0 1 )
16| 4 0
x427=3
8 _3 1
> X=——=2Z2 , Yy=-——+—2
9 1 2 4 16
Y-—7=——
16 4

Por lo tanto las soluciones estan dadas$® 3_ §z ——1 —9 ;ZOR
2 8 4 16

Observacion:

Sea AX=B un sistema deecuaciones lineales conncégnitas. Si la matriz A es
inversible, entonces el sistema tiene soluciénaipies X = A.B (Método de la

matriz inversa)

Notar que si A es inversible, entonces def{A), por lo tanto el sistema tiene solucion
Unica.



