Valdez,G.; Vecino, S.; Oliver, M. ALGEBRA LINEAL I (Matedtica),
) ALGEBRA | (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioguimica)

TRANSFORMACIONES LINEALES

Definicion: Sean V y WR - espacios vectoriales. Una aplicacion (funcidn)/ — W se dice
una transformacion lineal (en adelante t.l.) sificer.

T) T(u+v)=T(u)+T(v)ouvov
T,) T(A\?) = AT(\?) OA0R,vOV
Consecuencias de la definiciorSeaT:V — W una transformacion lineal:
T(@V): 0, pues,sh=0, T(Ofl) = O.T(Q)
E

T(-~v)=-T(v) OvOV puesT(-v)=T((-2)v)=(-1) 7(v)=-T(V)

T(a=9)=7(9)-7(3) pues(a-v)=7(ur(-y)=T(Y+7(-Y=7(9-7(Y

T (A, + AV, 4V, )= 4 T(V)+ A,T(V,)+ ..+ 4, T(V,) se demuestra por induccion
sobren

Ejemplos:

=1d,:V -V Id,(X)=X, OXOV estl llamada transformacién identidad

T:V_-W T (7() =Ow , UV, estl yse denomina la transformacion nula
T:R? & R%T(%,%) = (%,%,X +X,) veamos si T es t.l.;

T) sean & (x,%,) Yy ¥ (y,y,) vectores @

Cl

T(U+V)= T(XF Y Xt Yo)= XFY WX FY X FY FX £Y )
T(0)+ T(V)= T(xy %)+ T(YsY,)= (XaXo Xt X )+ (Y oy ity )=
:(Xl Y X Yo, X1+X2+y1+y2)

por lo tantd (U+ V)= T(Up T(V), es decir, se verifica,T
T,) SitOR? AOR;
T(A0)= T(A%,4%,) = (A%, A%, X+ AX,) = A (Xq, X5 X+ X ) = A T(U)
por lo tanto se verifica,lluego T es t.l.

Sea f:R? - R: f (x,y) = X[y, ¢ed una transformacion lineal?
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Para U= (X, y,) ; V= (x,y,) OR?

PO+ V)= F ()t Xyt y )= (X Q) Ty #y ) =Xy # Xy #X Y #x ¥
F(O)+ (V) =Xyt x,,

Por lo tantof (T)+ f (V) 2 f (U+V)

Contraejemplo:

0=(12) ;= (34 =1 (L3= 1.2 2 ( 3)= 34 :
f(22+(39)=1(46= 24
f(L2)+f(34=2r12= 14

Luego f noest.l.

T:R? - RAT(xY) =(x+1,2y, x+

T(0,0=(1,0,#( 0,0,]

Pero, por lo visto en las consecuencias de laidifin toda transformacion lineal verifica
T(f)v)= 0, . es decir que deberia $B(0,0)=(0,0,9.

Por lo tantoT no es t.l.

Proposicion:

Sean Vy WR - espacios vectoriales:V — W una aplicacion, T es una transformacion
lineal siy sélo silDAA'OR y [ G,T/DV se verifica T ()\EH)\ 'Y/) =A T(au) +A° T(a\)
Demostracion:

=) Si T es transformacion lineal, satisfageyl T,, entonces

T(Au+n v) T(A U+ T(A \) T h+r 1)

) Si T cumple quedA,A'0OR y [ u,vOV, T()\a+)\'Y/) =)\T(#u)+)\' T(#\) veamos que
satisface Ty T

T) UVOVST(u)=T(ioety) = 170017y = 1y + 1Y)

hipétesis

T,) AOR,VOV= T(Av+0u) = AT()+O'I() 27(v)+ =2 1)
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Luego T es t.l.

Ejercicio: hallar, si es posible una transformacion lin€aR® — R? que verifique

T(100=(2-12; {11p( 000 ; (T1d1( 1)
Como{(l;O;O) (1;1;9 ( 1;1;)]} es base d®? tenemos que
(xy:2) =a(1;0;0)+ B(1;1;,0+y( ;11 = (X y. ) =(a+p+y;B+7;7)

X=0+B+y
=:y=B+y =a=x-y;B=y-z y=:
z=y
Por lo tantox(x;y; 2) =(x- y)[{1;0;0) + y- 2{1;1;9 +Z{ 1;1;)
y aplicando T:
T(xy:2 =(x- yT(1,00 +(y-2 (1,19 +z{ 1,10= (x-y)(2-129+ 41,1}

(2-19 (009 (11p
porlotanto  T(X Y, 2 =(2x-2y+z;— x+y+2z;2% 2y+3 es latransformacion

lineal buscada.

Nota: las transformaciones lineales conservan las canlines lineales

Teorema: Sean V y WR - espacios vectoriale® = {51 ,Bz h} unabasedeV y
w,,W,,...,w [0 W vectores arbitrarios. Entoncesisteuna transformacion lineahica
T:V - W tal que T(Bi)z W, para 1<i<n

Definiciéon: Sean Vy W R - espacios vectoriales y seb:V — W una transformacién
lineal. Se dice que :

T esmonomorfismosi T es inyectiva

T esepimorfismo si T es suryectiva

T esisomorfismo si T es biyectiva

Nucleo e imagen de una transformacion lineal:

Definicion: Sean Vy W do<R - espacios vectoriales y sdaV — W una transformacion
lineal:

Se llamanucleo de Ty se notaNu (T) al conjunto:
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Nu (T) ={ODV/T(Y/) :éw} ov
Se llamaméagen de T y se notalm (T) al conjunto:
Im(T) :{T(\?)/ Y/Dv} ow
Observacion: Nu(T) es un subespacio de V

Im (T) es un subespacio de W

Ejemplo: Sea T:R® - R? la transformacion lineal definida poF (x,, %,, %) =( %, %)

Entonces: 1)Nu (T) :{(x1 %, %) ORI T( %, %, %) :(O,@} =
={(% %, %)OR* 1 %=0 0 %=¢=={(0,0%)0R* /x0r} ={{0,03} con dim
(Nu(T))=1
2im (1) ={T (%%, %) /( %, %, %) DR} ={( %, %) /( % HOR?} =R?
condimipn (T)) =2

La siguiente proposicion nos proporciona una maderdeterminar si una transformacion lineal
es monomorfismo considerando el ndcleo de la misma:

Proposicién: SeaT:V — W una transformacion lineal, entoncBisi (T) = Ov siy sélosi T
es unmonomorfismo.

Para buscar la imagen utilizamos la siguiente (sicpm:

Proposicion: Sean Vy W R - espacios vectoriales y sdaV — W una transformacion
lineal. Si{ v,

{T(w).7(v

V= {\71,\72, ...V} , entoncedm(T)= {T(Vl) T(V,), - T(Vs)}

VAR v} es un sistema de generadores de V, entonces

LT(w )} es un sistema de generadoresnd¢T) . Es decir que si

Ejemplo: Sea f:R® — R% f (%,%,%) =( X~ %, = X+ %, 2%~ 2%+ X) hallar una
base y la dimension déu (f) y de Im (f)

Calculemos Nu (f):
X =% =0

—X1+X2:O = Nu( f):{(l,l,()>:> d”T( NU(f):

2% = 2%+ x%=0
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Calculemoslim (f):
B={(1,0,0) (0,2, ( 0,0,)i} es base d®°, entonces
im(f)={f (109 :f (0.9 f (008

f(1,00=(1-12  f(0,1,0=(-11-2 f (0,0,1 =(0,0,}, entonces

Im(f)= {(1,-1,2) (-1.1-2 ( 0,0,).} , para calcular una base lde (f ) analizamos si los tres

vectores son Li., como no lo son, la base de égém seram ( f )= {(1,-1,2) i 0,0,)} por lo
tanto dim(Im(f)) =2
Teorema de la dimension:

Sean Vy W R - espacios vectoriales, con V de dimension fiyiteeaT:V - W una

transformacién lineal, entoncesdimy, (V)= dimg (Nu(T))+ dim, (Im(T))
Ejercicio:
Sean Sy H los subespaciosBadefinidos por

s={(% % %)OR*/ x= x=G y H={(x,%,%)0R*/%=0.
Hallar una transformacién linedl: R® - R*® tal que T®=H

Solucién:

Sabemos que para definir una transformacion lipasta con especificar los valores que la
misma toma en una base B&.

Consideremos entonces una bases, g®r ejemplo {(1,1,0) i 0,0,)} y extendamosla a una

base deR?, por ejemplo{(l,l,O) (0,0,) ¢ 1,0,)}

Por otro lado tenemos quél ={(1,0,0) i 0,1,()}

Entonces definimos:

T(11,0=(10,0
T(0,0,9=(0,19
T(1,0,0=(0,0,) o cualquier otro vec

Por lo tanto:

(%%, %) =a(1,1,0 $(00,L+y( 1.0p=(a+y g B)
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de donde tenemost =X, B=X, Y= X— X por lo tanto la transformacion lineal pedida
sera:

T (%%, %) = %T(LL0+ % T( 0,0,)+( %= %) {10,= % 1,0)e % 038( x »(

Es decir: T(X, %, %) =(%,, X5, X = %)
Matriz asociada a una transformacion lineal:

Sean V unR - espacio vectorial de dimensiany W un R - espacio vectorial de dimensitm
SeanB={V,,v,,... \;} basedeV y B'={W1,Wz, va} base de W.

Si T:V - W es una transformacion lineal , vamos a escribir

all all
a21 a21
Entonces| . son las componentes d'e(vl) en la base B= [T(Vl)} =
B
aml aml

C(lj

Paraj=1, ,n tenem ST("T‘)L. =
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O, Op - - . . Oy
Oy, O, o o o . Oy

La matriz A=| . T BM e (R)
aml amz a mn,

se denominda matriz de T en las bases By B’
Notacion: Si B=B’ escribimos|T]|.. =|T],

Ejemplo: SeaT:R* - R? la transformacion lineal definida por T(x , y)(8x, 2y) y sean
las bases B :{(1,1) i 2()} y Br{( 1P (- 1)}_ hallar ||T||BB, :

T(1,1)=(3,2) =5 (1,0) + 2 (-1,1)
T(2,0) = (6,0) = 6 (1,0) + 0 (-1,1)

Entonces [T —(5 6}
BB 2 0

Nota: Sean V unR - espacio vectorial de dimensiany W un R - espacio vectorial de

dimensiérm SeanB ={V,,v,, ...} basedeV y B’={W1,Vv2, va} base de W y

T:V - W es una transformacion lineal.

o, O, . . . . Oy
Oy Oy vov o o Oy
STRVED VI WAV S D W VA VA .. . .. . |=|M,s entonces se
aml a m2 a mn
all 12 a I )\ 1 B 1
Oy Oy o v o Oy A 2 B 2
verifica que:| . e : =
Oy O - . . . O A B .
— —_—
mxn nxl mxL
coordenadas de v coordenadas de(T v

respecto de la base B respeot de la base B

es decir [Tl [V], =[T(Y],
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Observacion:Sean V unR - espacio vectorial de dimensiany W un R - espacio vectorial

N

de dimensiém. SeanB={V,,V,, ... ,,} basedeV y B’={W1,W2, ,Wm} base de W y

n

T:V — W es una transformacion lineal , entoncirg [T = dim (Im(T))
Ejemplo:

Dada f :R* -~ R® tl. ylas bases

0 -1
B={(11),10) , B={ (- 1,1),(1,0,0)( 11X tales qud f[,z =| 3 -2
1 -2
calcular f(2,1)
Hallamos las componentes dte= (2,1) en la base B:
(2,D)=a (1, 2+pB € 1,0) luegoa =1, =
Calculamog| f || .. .[V]B :
0 -1 1 1
3 -2 ( ]= 5| — Componentes dé (V) respecto de la base B” , entonces
1 -2 3

f (\7) = f(2,1)=1.(1- L, 5(,0,60 3+ 1L1,6) (3,2
Nota: Otra forma para calcul&2,1) es hallar la forma explicita fley aplicarla al vector (2,1):

Hallamos las componentes e (X, %) enlabase B:

(X, %)=0(@LD+BE10) luegoa=x ,B=x-X%

0 -1 « X =%
3 -2 ( _2 j =| 2 *+ X%, | - Componentes dé (X, X,) respecto de la base B
1 -2\ 2 = X%,

Por lo tanto la forma explicita dees
O %) = (%= %).(L-19+( 2¢+ %) (1L0.p+( - %) (- L1)&
O F06%)=(X+ % % %= x)

entonces f(2,1) = (2+1, 2, 2-1) =(3,2,1)
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

Definicion: Sean V unR - espacio vectorial de dimension finitalyV - V una
transformacion lineal. Un nimero realse dice unautovalor de T, si existe un vector no

nulo vOV tal queT (\7) =\.v, el vectorv se denomina autovector asociadd a

Ejemplo: Dada T:R®> - R* / T(x y)=(2x0)

T(0,1) =(0,0) &. (0,1) T(3,0) = (6,0) 2.(3,0) T(5,0) = (10,0) 2.(5,0)
(5,0) y (3,0) s@utovectoresasociados autovalor 2

(0,1) esautovector asociado ahutovalor 0

Proposicion: Sea V unR - espacio vectorial de dimension finitaih,V - V unat. |.

A ={§DV/ T(Y/) =)\.<} es un subespacio de V.
Demostracion:

v 00V,?si,yaque T(0,)= 0= 10
v 4,0V, =>T(0)=20, 0,0V,=T(0,)= 10,
0,+0,0V,? si,yaqueT(u,+ U,)= T(wh T(WE A+ 7= A( u+ u)

v 0,0V, =kn0V,, kOR ? si,yaque
0,0V, =>T(0,)=2u, = T(ku)=kT(u)=kit=1(ku)
Por lo tantoV, es subespacio de V

Observar que al se¥, un subespacio de V, podemos calcular generadmsss y dimension
del mismo.

Célculo de autovalores y autovectores:

Proposicion: Si V es unR - espacio vectorial de dimension finitai; V - V y A=|T|,

donde B es una base ordenada de V, entoh€&R es unautovalor de T si y sélo si

det( A-A1d,)=0

Demostracion:
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Seav autovector asociado al autovalr Si [\7}8 = (xl;xz; ;)§1) , tenemos

X X X X X Xx) (0
X % % % % %| |0
1T, =\ = A|. |=A = A -\ =
X X, X X % %) \0
x) (0
X, 0
=(A-Ald,)|. |=
X, 0

Sistema homogéneo que tiene solucion no trﬁmly sélo sidet( A-A .Idn) =0

Definicién: El polinomio det( A-A .Idn) es denominadpolinomio caracteristico de T

Observacioén:Las raices reales del polinomio caracteristictassiiene, son los autovalores.

3 1 -1
Ejemplo: SeaT:R® -~ R® talque |T.=| 2 2 - 1, entonces:
2 2 0
3-X 1 -1
det( A-xlId,)=| 2 2-x -1|=-X+ - &+ &£~ (x 1).6c 2)
2 2 0-

Las raices del polinomio obtenido, sondesovalores A, =1, A,=2, A,=2

Buscamos loautovectores

3-1 1 -1 2 1 -1
Asociadosa A, =1: | 2 2-1 -1|=12 1 -1
2 2 0-1 (2 2 -
2 1 -1)\(x 0 X+y-z=0
21 -1|jy|=|0] = {ZX+y-2z=0
2 2 -1z 0 2+ 2y- 7= (
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2x+y-2=0
y=0

gue es equivalente a { y=0, z=2Xx

por lo tanto V, ={(x, 0,2x) / xO R} ={(1, 0, 3} es el subespacio de autovectores asociados

al autovalor 1

Asociadosa A, =2:

3-2 1 -1 11 -1

2 2-2 -1|={2 0 -1

2 2 0-2 2 2 -

1 1 -1)\(x 0 x+y-2z=0

2 0 -1|j]y|=| 0=« 2X-2z=0

2 2 -2)\z 0 X+ 2y— 2z= (
Que es equivalente x+y-2z=0 X z=2
u uiv. =y, z=

q _2y+2=0 Y, y

Por lo tantoV, :{(y, Y, 2y) /yDR} :{(l, 1, 2)} es el subespacio de autovectores asociados al

autovalor 2.

Definicién: Una transformacion lineal: V — V se dicediagonalizablesi existe una base B
de V formada por autovectores de T.

Ejemplo: DadaT:R® - R>t.l.

autovalores y autovectores de T. ¢ Es T diagon#dizab

:T(X v, 2) =(-y- z x+2y+z x+2y+3, calcular los

0 -1 -1
Hallamos la matriz de T en la base canénicﬂI:”c =1 2 1
1 2 1

det( A-11d,)= -A.(A-2) (A -1 ,

entonces los autovalores de T sok; =0, A, =2, A, =1
Por lo tantoV, :{(—y, Y-y, yDR} :{(1,—1,19
V, ={(-z22) ,20R} :{(— 1,1,

V. ={(-2y.v.¥)yar} ={(-2.13
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B= {(1,—1,]) (-11) (- 2,1,)}. es base d®® , se tiene que la matriz asociada a T en la

0 0O
base Bes|T|,=|0 2 0| porlotanto T es diagonalizable.
0 01

Proposicion:
Si T:R® - R® esunal. entonces a dos autovaldistintos les corresponden autovectaie

Demostracion:

Si 4, y 4, son autovalores distintos con autovectores adosi& Yy V, respectivamente,

entoncesT (V,)= 4V, y  T(\)= 41,1,

SupongamosaV, + fV,= 0= aV,= — gV,

aplicando T: T(av,+ pv,)= T(ﬁ): 0 entonces oT (V,)+ AT(V,)=0

por lo tanto o.(4V,)+B.(4,V,) =0= 4, (-BV,)+ 2 V,= 0= (1,-1)BV =0
luego AV,=0=p=0 = aV,= 0=a=0

Proposicion: Si T: R® - R®es und.l. con autovalores,, 4,, 4, distintos dos a dos, con

autovectores asociad@s, V, ,V, respectivamente, entonc{*—.%l, v, ,Vg} es L.i.

Corolario: Si T:R® - R?® es una.l. con autovalores,, 4,, 4, distintos dos a dos, entonces

existe una base ordenada B tal ﬁ'ﬁﬂaB es diagonal. Es decir T es diagonalizable.

Observacion: Si T:R® - R® es und.l. con autovalores, # 1,=, no se puede asegurar
si T es diagonalizable.
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