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NUMEROS COMPLEJOS

La necesidad de crear nuevos conjuntos numeéricos fue surgiendo a medida que se
presentaban ecuaciones que no tenian solucion dentro de los conjuntos ya conocidos.
Si queremos resolver ecuaciones del tipo x?+1 = 0, deberiamos hallar los valores de x
cuyo cuadrado es -1, lo cual no es posible en el conjunto de los numeros reales pues el
cuadrado de todo numero real es mayor o igual que 0.

Es asi como se introduce un nuevo conjunto numérico, el conjunto de los niameros
complejos: C

Definimos en C el nimero i, al que llamamos unidad imaginaria, como el nUmero
cuyo cuadrado es -1:

De este modo las soluciones de la ecuacién planteada son:

x, =1 pues i’=-1

X,=—i pues (-i)° =(-i).(-i)=i*=-1
Definicion:

Llamamos numeros complejos a los nimeros de laforma a+bi donde a y b son
nameros reales e i es la unidad imaginaria:

Si z es un nimero complejo, entonces
Z=a+bhi

aeslaparterealdez b es la parte imaginaria de z

Ejemplos:

1.- Elnimero complejo 5 —4i tienea 5 como parte real ya -4 como parte
imaginaria

2.- El ndmero complejo 4i tienea 0 como parte real y a 4 como parte imaginaria.
Este numero, cuya parte real es 0, se denomina imaginario puro.

3.- Elnimero complejo 5 tienea 5 como parte real ya 0 como parte imaginaria,
es un nimero complejo cuya parte imaginaria es 0, es decir, es un niumero real

Como vemos en el ejemplo 3, los nUmeros complejos cuya parte

imaginariaes 0 son numeros reales. Es decir que

“el conjunto R de los numeros reales esta incluido en el conjunto C de
los numeros complejos”
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Representacion gréfica:
Diagrama de Argand 4 Eje imaginario

Para representar graficamente los nimeros complejos
utilizamos el llamado diagrama de Argand, similar al
plano de dos dimensiones. En esta nueva
representacion, el nUmero complejo z=a +bi se
representa en el plano mediante el punto de

coordenadas (a ; b). El eje de abscisas se denomina

eje real y el eje de ordenadas se denomina eje
imaginario. Asi, a cada nUmero complejo le

) fa;b) = a+tbi

correspondera un punto en el plano y a cada punto del :
plano le correspondera un nimero complejo.

Igualdad: Dos numeros complejos son iguales si y s6lo si sus partes reales son iguales
y sus partes imaginarias también lo son, es decir: a+bi=c+di<a=cAb=d

Operaciones:

Dados z=a+hi y z'=a'+b'i seran:

SUMA:  z+z'=(a+a")+(b+b’)i

PRODUCTO:

zz'=(a+bi).(a'+b'i)=aa'+ab'i+a'bi+bb'i* =(aa'-bb")+(ab'+a'b)i

-1

Ejemplo: Para z=2+3i y z'=1-4i:
2+2'=(2+1)+(3+(4))i=3-i z-7'=(2-1)+(3-(-4))i=1+Ti
2.2'=(2+3i).(1-4i) = 2.1+ 2.(-4)i +1.3i +3.(-4)i* = (2.1-3.(-4) ) +(2.(-4) +1.3)i =14-5i

Propiedades de la suma:

Dados z=a+bi, z'=c+di, z"=e+qgi:

« Asociativa [ (a+bi)+(c+di)|+(e+gi)=(a+bi)+[(c+di)+(e+gi)]
- Conmutativa (a+bi)+(c+di)=(c+di)+(a+bi)
* Elemento neutro: 0 =0+ 0i es el elemento neutro para la suma. (a +bi) +0= (a +bi) VzeC

* Elemento opuesto: Vz = a + bi € C existe su opuesto -z= —a —bi tal que z+(-z)=0

Eje real
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Propiedades del producto:

Asociativa [ (a+bi).(c+di)].(e+gi)=(a+bi).[(c+di).(e+gi)]

Conmutativa (a-+bi).(c+di)=(c+di).(a+bi)

Elemento neutro (a+bi)-(x+yi)=(a+bi) Vz=a+bieC
(a+bi)-(x+yi)=(ax—by)+(ay+bx)i es un sistema de ecuaciones lineales cuya
solucion es
x=1 y=0

Elemento inverso: V z=(0,0)3z" =(X+yi):z-z27" =1

(a+hi)-(X+yi)=(1+0i) = (ax —by") +(ay +bx")= (1+0i)

. a , —b c a -b . -
X=—— Y= —— Entonces (X+yi)=| 0—=+—5—i|=z" Vz=0
a“+b a“+b a“+b® a“+b
Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:
Paratodo z,z',z"eC, se verifica: z-(z+z")=z-z'+z-2"
. ) 3
Conjugado de un numero complejo:
I R R ERERETRTRTRyS ;‘7: a | b;’
Llamamos conjugado del niumero complejo :
z=a+bi, al nimero complejo Z =a —bi, cuya 1
parte real es igual a la parte real de z y la parte . :
imaginaria es la opuesta de la parte imaginaria de z. e 1 2 3 3 5 5
-1
) O e b

Observacion: si zeC ,estal quez =a+bi y z=0 tenemos que:
1 a-bi a —b
= . = 5 2t 7 2!
a+bi a-bi a“+b° a“+b

z
z

Por lo tanto podemos definir el cociente entre dos numeros complejos, diciendo que si
Z 'y 2’ son numeros complejos, z'#0:

N

2:7'=—=12 = si z2'#0

. Z 1 z
ZI Zl Z| 1

N
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Ejemplo: Para z=2+3i y z'=1-4i:
2+2'=(2+1) +(3+(-4))i=3-i z2—27'=(2-1)+(3—(-4))i=1+7i
2.2'=(2+3i).(1-4i) = 2.1+ 2.(-4)i +1.3i +3.(-4)i* = (2.1-3.(-4) ) +(2.(-4) +1.3)i =14-5i

_2+3i _ (2+3i).(1+4i) (2-12)+(8i+3i) -10+11L 10 11.

1-4i (1-4i).(1+4i)  (17+(-4 17 17 17

Propiedades de la conjugacion: Para z, z' e C.

i 1+7=71+ 2
i. zz2'=z.72

iii. 7=0 < z=0
iv. 7=7 < zeR
V. z2+Z=2Re(2)

Norma de un nimero complejo:

Definicion: sea z=a+bi llamamos noma de z al elemento N(z)=z - Z=(a+bi)-(a—bi)=a’+b’

Propiedades de la norma:

*N(z-2)=N(2)-N(2)

-z¢O:>N(zl)= z)
) A

’ (Z 2( Z))2

(EZ
°N() N(z)

Modulo de un nimero complejo:
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Definicion: si z € C llamamos modulo de z al nimero real |z|= 1jN (z)

Recordamos N(z)=z-7

z=a+bi= N(Z)= a’+b’ > |z|: Ja?+b? felimaginario
(a,b)

Ejemplos:

L3= BT =D 13+ (3) = 30
=z =2 |2i= 07+ (2] =2 [g=0

Propiedades del médulo:  Para z, 27 e C

eje real
e

i. |z]=0, |z]=0 < z=0.

i. |zz'|=]|z]. |z

i. | z]=z|

iv. |z|>|Re(z)|=Re@® A |z]|=|IM(2)|>Im(@).
V. |z|71=‘z’1‘ para z#0.

vi. Cuando z#0, z'=7 < |z]=1.

vii. |z+2'|<|z|+|z'| (Desigualdad Triangular o de Minkowski).

Argumento principal de un nimero complejo:

Todo nimero complejo queda univocamente determinado por su parte real y su parte
imaginaria, pero ademas tenemos otra manera de caracterizarlos: por su médulo y por la medida
del &ngulo que determinan el eje x y la semirrecta que tiene origen en el origen de coordenadas
y que pasa por el punto que define tal complejo. Este nimero real toma su valor en el intervalo

[O, 27r) , ¥ se denomina argumento principal del nimero complejo, que notamos arg (z) = @ .

Para el nimero complejo z =a + bi, teniendo en cuenta|z| , elargumento ¢ vy las
. a b
relaciones: C0S @ = H y seng= H , de donde
z z
a= |Z| COoS ¢ y b == |Z| sen ¢ Lje inaginario
resultan la Forma Trigonométrica del complejo z:
z =|z|(cosp+i seng) et

y la Forma polar del complejo z: |z|[¢ ~

Q a e :c—'u.l'
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Angulos congruentes modulo 27 :

a=f mod(2r)=3IkeZia—f=2kn

Observacion: para z =0 no se define argumento

°Ejemp|0:%7r5x mod (27 ) %n——=27t:>%7rz mod (27 )

T
4
Producto de complejos dados en forma trigonométrica:

Seaz= |Z| (cosO+isend)y z = |Z '| (cos® +i sent)

z-7= |Z| (COSH +i sen@) . |z'| (cos0'+i Sen(9') =

|Z| . |Z '| - (c0s6 cosO +i cosb send +i send cosd +i’senb send’) =
|Z| . |Z '| . ((COSH cosd — senO send’ ) +i (cos(9 sent” + senf cos@')) =

=|z.z|-(cos(6+0")+isen(6+6))

Expresando en forma polar los complejos zy z’:

Z:|Z||z z'=|z](6'
Tenemos el producto en forma polar:  z.z'=|z|.|2||0+6'

Generalizando:

Si 21:|Zl||ﬁ,z2 =|zz||&,...,zn =|zn||ﬁentonces 2,2y 2y =z |2,| |z 6, 6,
n n n

=[1z=11lzl 26
i=1 i=1 i=1

Cociente de complejos dados en forma polar:

z2'eC,z2'#0 z:|z||z z'=z]|¢"
2

;zz“:m:|z"| comoz=2z'"-z"=60=6"+0" mod(2r)=60"=60-60" mod(2r)

*El argumento del cociente es & — & 0 su congruente menor gue un giro.
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Potencia de exponente natural de un complejo dado en forma trigonométrica:

z=|z|l0 ; z"=|" [n0

Demostracién por induccién P (n):z"Z|z
) P(1): z—|z| 1-60

'=z=|7||0 |2 1-0=|z[lg .. P(1)esV

2°) P(n)£P(n+1) SuponemosP(n):z"=|z|"|ngesV.
Debemos probar que P(n+1) esV:

P(n+1):  z™2|7|™"|(n+1)6

=222 fo 100 - |2l l0=|2f || ln0 +0 = | |(n+2)0 =
=P(n+l)esV .. P(n)esVVvneN

2|

Re(z)

_1
2l N2

Ejemplo: z=1+i calcular z° |z|= \/Rez (z)+1Im?(z)= \/12 +12 =2 cos(0)=

sen(6) = Irr|12(|z) = % (cos(6)>0 A sen(6)>0)= 6 el cuadrante del planodeArgand
10

T _ il ol T 5|5 _(53) |5 _ 5|5 _ 4|5

—Z:Z—ﬁz z —|Z| 1 Z—(ﬁ) \E\n—(ZZJ 57[—2 EE—SZ‘EE

Igualdad de dos nimeros complejos dados en forma polar:

Definicion:si z, = |z, (COS(@l)+isen(91)) Yy z,=|z| (cos(02)+isen((92))

diremos que z, =z, si |z|=|z,] A 6, =6, mod(2x)

Célculo del inverso de un nimero complejo dado en forma polar:

SiZ;tO,Z:|Z||Q, entonces z- :;_W_H - _|| I_ |Z| I_

Potencias enteras de un numero complejo:
. B -17]P a p _1\P p
Siz=|z||0,peN, z =0entonces z =|:(|Z||_t9) } =(|z| |i9) =(|z| ) p(=0)=|z| " |-po

Férmula de De Moivre: zeC,keZ, z=[¢| |£:>z" =|z|k @
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Ejemplo: Si 222%1 calcular z72:

Resumen de las propiedades de argumento:

Sean z,7eC, neZ

En términos de congruencia
arg(z-z')=arg(z)+arg(z) mod(2x)
arg(z :z")= arg(z)- arg(z") mod (2™)

arg(z")= n arg(z) mod(21)

ALGEBRA LINEAL I (Matematica),
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En términos de igualdad
arg(z-z)=arg(z)+arg(z)+ 2kn
arg(z: z)= arg(z)— arg(z’)+ 2kTr

arg(z")= narg(z)+ 2k

en particular arg(z *)= —arg(z) mod(2m) 6 arg(z )= - arg(z) + 2m

Argumento del conjugado de un nimero complejo:

arg(z)="?

Recordamos:|z| =z -7

tomemos argumento: arg (|z|2 ) =arg(z)+arg(z7)+2kr =

=0= arg(z)+arg (7)+2k7r:>arg(2)=—arg(z)+27r

Ejemplo: Determinar y representar en el plano complejo todos los z € C tales que:

arg(z)=arg(3z?) y |7=2
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z=a+bi=|7|=Va?+b’ =2 a’+b’ =4
arg(z)=arg(3z°) = arg(z)=arg (3)+arg (z*)+ 2kz
arg(z)=arg(3)+arg(z°)+ 2kzr = arg(z) =0+ 2arg(z) + 2kx
= arg(z)=2(-arg(z))+ 2kr = arg(z)=—-2arg(z) + 2kr

= 3arg(z)=2kr = arg(z) =0, =%, k=0,1,2

sik=0=0,=0,

sik:1:>91:§7r

4 eje imaginario
sik=2=0,= §7r

eje real
Respuesta: los z que cumplen las condiciones anteriores son:

2,=20, 21:2% y z,=2 %77:

Raices n-ésimas de un complejo:
Definicion:

Dadow eC,n>1,neN sedenomina raiz n-ésima de w a todo nimero complejo z tal que z"=w

Calculo de todas las raices n-ésimas de un complejo w dado en forma polar:
z=lz||e 2" :( 7| |£)n =[w||6 sonincognitas |z[ y @
Aplicando De Moivre tenemos: |z|' [ne=|w |0

2" =wl =2 = Y]

J’_
NQ= 6+ 2k = ¢, = - 2:”
_0. _0+2r _O0+a4x _0+2(n-m 0
(po__' (pl_ 1 (PZ_ RELRE ’ (Pn_l——, (pn——+27[

n n n n n
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Por lo tanto hay n argumentos no congruentes

Las raices n-ésimas de w son:

Ejemplol: calcular las raices cubicas de L

=1 z3:1|2

|Z|:\/W' comon=3 y |w|=1tenemos que:

lz|=31 y (pk:% luego:
_0+2:01_
Do 3 Py 3

Rta.: son raices clibicas de1:z,=1[0 , z, =1 %n’ , Z, :1&

_0+21x_2n
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_0+2-2:7_4n

0, =

3 3

-
-

Ejemplo 1

cje imaginario



