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ESPACIOS VECTORIALES

Definicion: Un R - espacio vectorial o espacio vectorial sobre R consiste en un conjunto
no vacio V (cuyos elementos se denominan vectores) provisto de dos operaciones, una de
ellas interna, llamada suma de vectores ( indicaremos con U+V, siendo U,veV)y otra

externa llamada producto por escalares (indicaremos con At, 1R, U e V) para los cuales
se verifican los siguientes axiomas:

V) (U+V)+w=0+(V+w) VO, v,weV

V,) U+v=v+u ViveV

V,) 30eV:i+0=0+U=U VieV (elemento neutro)

V,) VieV 3JUeV:i+i=0+i=0 (elemento opuesto)
V;) A(U+V)=Ai+Av VZieR,uveV (propiedad distributiva)
V,) (A+p)-U=AU+pi ViBeR eV

V,) (A-B)-li=a-(p-U) ViBeR GeV

V,) 1.0=0 VieV

cl

De la definicién se deducen las siguientes propiedades:

1)El vector 0, denominado vector nulo, es Gnico
Demostracion: supongamos que existe 0' e V:0'+li=0+0=0 VieV.
Entonces:
0+0=0+0"=0"
Y, como la hipétesis vale para todo U e V, tenemos que
0'+0=0+0"=0.
Finalmente tenemos que 0'= 0+0"= 0= 0"= 0= el vector nulo es Gnico.

2) Dado ueV,existeununico U eV talque u+u =0
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3) 0-i=0 VieV

Demostracion:

0-U=(0+0)U=00+00 sumando —0-U aambos miembros:

~0Ui+ 00 = (-0t +0U )+ 00 = 0= 0+0i = 0= 00

Hr-0=0 VirieR

5) Ai=0<A=0

v u=0
6) —Ali=(-2)i=A(-U) VieR,leV
En particular (-1).0 =—U

Ejemplos de R - espacios vectoriales:

1) R, con lasumay producto usuales.
2) R’=RxR={(ab),abeR}

con la suma definida: (x,y)+(Xy)=(x+xy+y)

y con el producto po rescalar definido: 4 (x,y)=(4x,A)
3) R"= {(X%,X,..X,): X € R}

conlasuma (X, Xy, X, ) ¥ (YiYor¥n )= (X F YiXo + Yy Xy Y, )

y el producto: 4 (x;,x,,...x, ) = (Ax;,4%,,....Ax, )
4) M. (R) con la suma de matrices y el producto de matrices por un escalar usuales.
5) R[x] con la suma de polinomios y el producto de polinomios por un escalar usuales.
Definicion:
Sea V un R-espacio vectorial, un vector U € V se dice una combinacion lineal de los vectores
V..V, V,,...,V, siexistenescalares 4,4,./4;,...4, € R talesque U=AV,+1V, +,V,+..+ AV,
Ejemplo: Sean v,=(4,1,3), V,=(1,2,-3) .V, =(16,9,1) vectores de R*

a) Hallar la combinacion lineal 3v,+5v, -V,

b) Hallar veR® talque V,+2V,+3V,+4V=0

SUBESPACIOS:

Definicion: Sea V un R-espacio vectorial , un subconjunto no vacio ScV se dice
subespacio de V si con las operaciones heredadas de V es un R-espacio vectorial .

Proposicion: Sea V un R-espacio vectorial y S V. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1) S essubespacio de V

2) $)$#@ (0 0eS)
S,)uveS=1uU+VveS
S;))ueS, leR=AieS

Observacion: Las condiciones S, S, y S, son las usadas habitualmente para probar que un
subconjunto S de un R-espacio vectorial V' es un subespacio de V.

Ejemplos:
1) V=R? S={(x,X):x+X,=0} ¢EsS subespacio de R*?
S) (00)eS x+x,=0+0=0=(0,0)€S
S,)Si U=(x.X,) €S=x+x,=0
Si v:(yvyz) €S=y,+y,=0
U+V=(X+Y;, % +Y,)€S:
X+ X+, = (4 +%) (Y, +Y,)= 0+0=0=0+VeS
S;)Si U=(x%,) eS=x+x,=0, LeR
MU= (Jx,,0x, ) €S :
e, = A(x+x,)=20=0= Al €S
Luego, S es subespacio de R?

2) T={(x.%):%X,=0}=R* ¢EsT un subespacio de R*?

S,)(0;0)eT pues x,-x,=0-0=0 ;

S,)Seani=(x%,)eT= x-x,=0y V=(y,y,)eT=>V=y,-y,=0
U+V=(x+y,.%+Y,)

GHVET: (X4 Y,)- (% 2) = X% XY, + Y+ 1Y, = XY, + YK,

Contraejemplo:

(10)eT;(0,1)eT sumados:(1,1)& T pues 1.1=0

luego, T no es subespacio



Valdez,G.; Vecino, S.; Oliver, M. ALGEBRA LINEAL | (Matemética),
ALGEBRA | (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioquimica)

3) S= {(x,y,z) eR%Xx+y+z=0Ay-2= 0} c R® (Es subespacio de R*?
X+y+z=0

yo2=0 es S={(—22,z,z),26R}

El conjunto de soluciones del sistema {

Veamos si S es subespacio:

5,)(0,0,0)¢s

(0,0,0)=(-2.0,00)= 0€S

S,)Sean ieS=1lU=(-2z2z),zeR yveS=V=(-22'7'7"),72'eR
U+V=(-2z-2z'z+17'2+2")=(-2(z+2')z+2'2+2') €S
S;)ieS=U=(-2z22) keR=ki=k(-2z2z2)=(-2zk,zk,zk) €S
luego, S es subespacio de R*

Interseccion de subespacios:

Si Sy T son subespacios de un R - espacio vectorial V , entonces la interseccionentre Sy T
sera: SmT:{VeV:VeSAVeT}

Proposicion: Si Sy T son subespacios de un R - espacio vectorial V , entonces SN T es
subespacio de V.

Demostracion:

S,)Como Sy T son subespacios de V,0eSA0e T=0eSNT
S,)Sea UeSNT yveSNT tenemos que:

ueSAlUeT y veSaveT.

Como S es subespacio, i+VeS

y como T es subespacio i+veT

luego U+VeSAlU+VeT=U+veSNT.
S,)Sea UieSNT y AeR, iiSNT:

UeSNT=uUeSAlUeT

Como S es subespacio, AU €S

y como T es subespacio, AU eT

luego, AUeSNT

por lo tanto SN T es subespacio de V.

Observacion: la proposicion anterior es valida para una familia arbitraria (finita o no) de
subespacios.
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Ejemplo:

Sean S={(xy,z)eR% x+y+z=0} < R® vy

subesp.

= {(x,y,z) eR*2x—y+3z= 0} c RS

subesp.

SNT=

—~—

(xy.z)eRx+y+z=0An 2x—y+32=0}

Por lo tanto es el subespacio de soluciones del sistema [x+y+z=0
2x—-y+3z=0

Entonces SNT={(-44,14,31), Ae R}

Observacion: La union de subespacios no es, en general, un subespacio, como mostramos en
el siguiente ejemplo:

s={(xy)eR*x=0} i B
T= {(X,y)eRZZ y= O}Smisp R?
SUT={VeV:VeSvVeT}={(xy)eR:x=0vy=0|

(01)eSUT;(1,0)eSUT;(0,1)+ (1 0) (1,1)¢SUT .. SUT no es subespacio.
Subespacio generado:

Definicion:
Sea V un R-espacio vectorial y M ¢ V, llamaremos subespacio generado por M en V, y lo

notamos M, al subespacio de V formado por todas las combinaciones lineales de los vectores de
M.

Definicion: Si V es un R-espacio vectorial y G — V es tal que G =V, entonces G se dice un
sistema de generadores de V. Si G es finito, V se dice finitamente generado.

Ejemplos:

1) Sea S= {(xl,x2 X3 )i X+ X, + Xy = 0}su§sp R® hallar un conjunto de generadores de S.
X=X =X = (X =X XX ) €S (=X, = XX, % )= X, (=1,1,0)+ %, (-1,0,1) X, .X; € R
M={(-1,1,0),(-1,0,1)} generaaS, M=S {(—1,1,0);(—1,0,1)} =S
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2) Dado el subespacio T= {Haij H eR>*a,=a,= 0}
hallar un conjunto de generadores de T.

(0 0 ag,
aZl a22 a23

0 0 a, 0 01 0 00O 0 00O 0 00O
= a13 +a21 +a22 +a23
a, a, ay 0 00O 1 00 010 0 01
Por lo tanto, un conjunto de generadores de T es
M = 0 0 1)(0 0 0)y(0O O 0Y(O O O
“Jlo 0o 0)l1 00)lo10)0o0 1)
I 0 0 1)(0O 0 0)y(O O 0y(O O O
esdecir M=T o T= : : ,
0 00){121 00)010)001

3)Si V=R[x] entonces M={1,x,x*,x*,...,x",..} estal que M=R[x] peroV noes

)eT, pues a,=4a,=0

finitamente generado.

Dependencia lineal:

Dado un R - espacio vectorial V'y V,V,,...V, €V, siempre es posible escribir al vector 0

como combinacion lineal de los vectores v,,v,,...,v, , basta tomar todos los coeficientes de la

combinacion lineal iguales a 0. Asi 0 = 0.V,+0.V,+...+0.V,

Definicion: Si la Unica forma de escribir al vector nulo como combinacién lineal de los

vectores V,,v,,...,v, estomando todos los coeficientes O, se dice que los vectores

V,.V,,....V, son linealmente independientes o que el conjunto {V,,V,,....V,} es linealmente

independiente.

Es decir que {V,,V,,...V,} es Li. si AV, +A,.V,+. 41 .V, =0 = A,=%,=..=% =0

Se dice que los vectores Vv,,v,,...,v, son linealmente dependientes si no son linealmente

independientes, es decir , si es posible escribir al vector nulo como combinacion lineal de los
vectores v,,V,,...,.V, con alguno de los coeficientes distinto de O, o sea, existen escalares

A,k € R, no todos nulos tales que AV, +A,.V,+..+A .V, =0
En tal caso, también se dice que el conjunto {V,,V,,....V,} es L.d.
Ejemplos:

a) Analizar la dependencia o independencia lineal del conjunto A={(1,2),(1,1),(0,1)}



Valdez,G.; Vecino, S.; Oliver, M. ALGEBRA LINEAL | (Matematica),
) ALGEBRA I (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioquimica)

0=(0,0)=4 (1,2)+4, (1,1)+ 4 (0,1) = (0,0) = (4 + 4,24 + 2, + 1y ) =
0=2+4,
{0=2%+ﬂ? M

Tiene solucion no trivial, por ejemplo A, =1, A,=-1 A,=-1, luego, el conjunto A es
l.d.

b) Analizar la dependencia o independencia lineal del conjunto B={(1,1,1),(0,1,0)}
0=(0,0,0)= 4 (1,1,1)+4,(0,1,0) =(0,0,0)=(4, 4+, 4)

4 =0
W+4=0->4=0
Por lo tanto B es l.i.

Observaciones:

1) {v}esli.siysolosi v=0
2) DadoM = {V,,V,,...V,} , siexiste i e N tal que v, =0, entonces M es L.d.
3) Si u#0yv=0 entonces {u\V} es l.d.siysolosi 31=0 tal que U= Av

4) SeaV=R’y M={(Xl’yl’zl)’(XZ’yZ’ZZ)’(X3’y3’Z3)}'

X N 4 X N 4
M es ld.siysolosi|x, Yy, z,/=0 y Meslisiysolosi|x, vy, z,|#0
XS y3 Z3 X3 y3 23

Esto puede generalizarse para n vectores de R"

Teorema: Sea V un R - espacio vectorial y {v,,v,,....v.} =V, las siguientes condiciones son

equivalentes:
i) {V,.v,,..v }esli.
i) Si AV, tAV,+..+AV. =BV, +p,V,+..+ BV, entonces A =4, i=l...,n
iii) Ningtn vi es combinacion lineal de los restantes
iv) Vi #0 y ningln Vi 2<i<n escombinacion lineal de los precedentes.

Demostremos i) = ii) :
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j1\717%’2\72+---+}Ln\7n ::81\71+ﬁ2\72+---+ﬁn\7n = (ji_ﬁl)vl_k(lz_ﬂZ)vZ+"'+(j“n_ﬁn)\7n :6

Y como por hipétesis {V,,V,,....V,} es Li., tenemos que (4-5,)=0, (4,-4,)=0,...,(4,-8,) =0

Porlotanto A =4, i=1l...,n

Demostremos ii) = iii) por contrareciproco (es decir, suponemos que no sucede iii) y
Ilegamos a que entonces no sucede ii):

i) = —ii))

Supongamos que existe alglini, 1<i<n tal que vi que es combinacién lineal de los
restantes, entonces

V, = AV, + AV, + + AV ALV, T AV, por o tanto

0 :j‘.l.vl +j2\72 +"'+j'i—1vi—l - vi +21+1\7i+1 +"'+j“nvn’
pero 0=0v,+0v,+..+0v, ,+0v,+0v,+..+0v,

de donde tenemosque o, =-1 y f, =0 lo cual contradice la hipotesis

Ejercicio: probar iii)=iv) y iv)=1i)

Observaciones:

1)

2)
3)

4)

Si M= {V,,V,,...,V,} es Li., lamanera de expresar a un vector v como combinacion lineal de
los vectores de M es Unica.
Si M= {V,,V,,....,} es Li., todo subconjunto de M lo es.

Si M= {V,,V,,...V,} esli,entonces vi #vj, Vi# ]

Si M= {V,,V,,...V, } es Li. y u noes combinacion lineal de ellos, entonces {Vl,VZ,...,Vn,U} es

Bases:

Definicion: Sea V un R - espacio vectorial. Un subconjunto B de V (B < V) se dice una base
de Vsi:  Bi) B es linealmente independiente B2) BgeneraaV (V=B)

Es decir, una base B de un R - espacio vectorial V es un conjunto de vectores linealmente
independientes que genera a V, lo que es equivalente a decir que todo vector de V se escribe
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de manera Gnica como combinacidn lineal de los vectores de B. En este curso trabajaremos
con bases finitas.

Nota: Un subconjunto B" <V se dice base de un subespacio ScV si B esli.y S=B’
Ejemplos:
1) SiVv={0} B=Q esbasedeV

2) Siv=R" €={(1,00..,0),(0,10....,0)...,(0,0,0,...,.1)} es llamada la base canénica
de R"

3) Siv=R® B={(1-1,0),(0,10)....,(2,1,3)}es una base de R°. En efecto:
v B es linealmente independiente pues:

A, (1-1,0)+2,(0,1,0)+2,(2,1,3)=(0,0,0) implica que

A +2h; =0
M A, +h, =0 = A=A, =2;=0
3, =0

v B genera R?® ya que si
(xy,2)eR’=(xy,2)=2,(1L-1,0)+1,(0,1,0)+1;(2,1,3)

entonces (X, Y,z) =(x—§zj(l, —1,0)+(x+y- z)(0,1,0)+[%j(2,1,3)

por lo tanto, B es Li y genera R?, luego, B es base de R®

Definicion:
SeaVVun RR-espacio vectorial, diremos que V tiene dimensién n sobre R si posee una base con
n vectores. Se nota: dim,V =n

Algunos resultados sobre bases:

1) Todo R-espacio vectorial V tiene una base
2) Si V={¥,V,,..9,} y {00, 0}V es Li=t<r

3) Todo conjunto de vectores linealmente independientes se extiende a una base de V
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4) Si {v,.v,,...v.} y {u,,u,,....u0,} son dos basesdeV =s=t

Observaciones:

1) Si Sesun subespacio de V entonces dim, (S)<dim, (V)
2) Sidim,(V)=n entonces:
i) Todo conjunto de vectores con mas de n elementos es linealmente dependiente

ii) B= {V,,V,,....V, } esbase deV siysolosiBesLi.

3) Si V:{vl,vz,...,vk}entonces dim; (V) es el nlmero maximo de vectores I. i.

existentes entre los k generadores.
Componentes:

Una de las caracteristicas de una base B de un R -espacio vectorial V de dimension n, es que
permite introducir componentes en V en forma analoga a las de un vector

V=(%,%,,...X, ) € R". Dada una base B={V,,V,,...V,}y X €V, ;cémo quedan determinadas
las componentes de X ?.

Se obtienen a partir de la unicidad de la expresion de X como combinacion lineal de los

vectores de la base B. Si B es la base candnica de R" se puede decir cual es la i-esima
componente porgue se tiene un orden natural, si B es una base arbitraria se lo debe fijar.
Necesitamos entonces el concepto de Base Ordenada.

Definicion: Si V es un R -espacio vectorial de dimension n, una base ordenada es una
sucesion v,,v,,...,v, de vectores linealmente independientes que generan V.

Observacion: Si la sucesion V,,V,,...,V, es base ordenada entonces B={V,,v,,...\V, } es base
base de V. Por abuso de notacion escribiremos B={V,,,,...,V, } para notar a la base ordenada
B. Tener en cuentaque B={V,V,,...V,} esdistinta de B ={V,v,,...,V, } como bases

ordenadas pero iguales como conjuntos.
Sea V un R -espacio vectorial de dimensiénny B={V, V,,....V, } una base ordenada de V,

dado XeV existe unatnican-upla (x,X,,...x,)eR" tal que

X=XV, %V, .4 X, V., X se denomina la i-ésima componente de X respecto de la
base B.
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Reciprocamente si (X,,X,,....X,) € R", entonces X =XV, +X,V, +........ +X,V, es tal que sus

componentes respecto a B son (x,,X,,...X, ). Fijada la base ordenada B hemos establecido una

correspondencia biunivoca entre el R -espacio vectorial V y R".

Observemos que Si X =XV, +X,V, + .o+ X Vo ) Y=YV, +Y,Vy et Y,V Y LR se
tiene que:
;(+37:(x1+y1)\71+(x2+y2)\72+ ........ +(xn+yn)\7n

AX = (X, + (A% )V, + v+ (WX, )V,



