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VECTORES
Introduccién

El concepto de vector fue utilizado desde finales del siglo XVII para representar y
componer magnitudes con direccién y sentido, como son la Fuerza o la Velocidad.

Es a finales del XVIII cuando Lagrange introduce las coordenadas, con lo que se
aritmetiza el célculo con magnitudes vectoriales.

Gauss los utilizé para representar los nimeros complejos.

En el siglo XIX, Mobius se sirve de los vectores para resolver problemas geométricos,
dandole sentido a las coordenadas. El primero que utiliza, en este siglo, la palabra
vector es Hamilton.

Finalmente Grassmann amplié la teoria de vectores generalizandola a espacios de
dimensién(n).

Definicion y Operaciones.

Consideremos P y Q dos puntos del plano o del espacio y el segmento por ellos
determinado. Si P y Q estan dados en cierto orden, por ejemplo P el “origen” y Q el
“extremo”, decimos que el segmento esta orientado.

Definicién: Se llama vector a todo segmento orientado. Habitualmente al vector se le

designa con una flecha encima de una letra mintscula: U (por ejemplo) o bien

mediante uno de sus representantes escribiendo el origen y el extremo con una flecha
m -

encima: PQ (por ejemplo)

Direccion: Si P # Q, la direccion de u= 5@ es la de la recta L que lo contiene (0

paralela).

Médulo : Se llama modulo del vector W} a la longitud

del segmento que lo define. Lo notamos HE@”

Sentido : Esta dado por la orientacion sobre la recta
determinada por el origen P y el extremo Q.

Observaciones:
1) HP—QH >0 paratodo par de puntos Py Q. Si P =Q, HP—QH = Hﬁ:ﬂ =H6H =0

Lo que caracteriza al vector nulo como aquel vector que tiene médulo 0.
2) Todos los vectores no nulos situados sobre una misma recta o rectas paralelas
tienen la misma direccion.

{} Igualdad de Vectores
—_—
£O Dos vectores son “iguales ” si tienen el mismo modulo, la
misma direccion y el mismo sentido.
M- - .
Los vectores: PQ y RS cumplen las tres condiciones de
igualdad, de ahi que cuando queramos hacer uso de un

— vector podamos tomar uno cualquiera de los que son iguales
RS aél.
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Con este criterio de igualdad todos los vectores pueden ser trasladados de modo que
tengan un mismo origen O. De esta manera cada vector y sus iguales tendran un
Unico representante entre los vectores con origen O. Se dice entonces que trabajamos

con vectores libres. Al conjunto de los vectores libres del plano o del espacio lo
notaremos E; y E; respectivamente. Si no es necesario distinguirlos los notaremos V.

SUMA'Y RESTA DE VECTORES.

Dados dos vectores U y V cualesquiera.
Para poder sumarlos hay que tomar un representante de cada uno de ellos de modo

— —

tal que el origen de V coincida con el extremode U. /

En ese caso el vector suma: U+ V es el vector cuyo

origen es el origen de ljl y cuyo extremo es el i
extremo de \7 .

Propiedades de la suma

1) (G+ (/)+Vv= m(m@ Oyvvd v

2) u+v=v+u Ou,vOV

3) u+0=u DOuOV

4) Para cada UV existe un dnico U0V tal que u+u =0

Observaciones:

- ¥

1) A U selo nota generalmente —u

2) Siu=PQ entonces- & O 4'

- - e ;"—: -
3) Si uy v se consideran con origen comin O, es .-~
decir u=0OA, v= OB, conO,Ay B puntos \H\v.’
distintos y no alineados, entonces u+ v = OC de B ¢
modo que O,A,B y C forman un paralelogramo.
En tal caso decimos que para sumar vectores -
B

utilizamos la regla del paralelogramo.

Resta: El vector resta: u— v = u+(— V) graficamente es el vector con origen en el

extremo de extremo de V y extremo en el extremo de U.
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PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO

Dado un nimero K # 0 y un vector U definimos el

vector k.u como aquel que:

» tiene la misma direccion que U .
> el mismosentidoque U sik>0y

—

sentido contrarioalde U si k<0

» sumodulo es igual al de U multiplicado por el

valor absoluto de: |k|. Es decir H k.U H =|HH IJH

—

Si k = -1 el vector ku sera el opuesto del vector U

En el caso en que k =0 el vector ku es el vector cero: O cuyo extremo y origen
coinciden.

Propiedades:

1)>\.(G+Y/)=)\.D+>\K/ OAOR, UV V
2)(A+p)V=Av+py OApOR, VOV
3)(A.p)§/:A.(p§/) OA uOR VOV
4)1v=v [OvOV

Observaciones:

2) Dos vectores no nulos U y v son paralelos si u=Av AOR

1) Si U # 0 podemos considerar el vector U que tiene igual direccion y sentido

1
u

que U, modulo 1y se lo denomina versor.

3) -(Ai)=(-A)u=A(-U) AOR,UOV

b 4 S, -
Definicion : Dados los vectores V,, V,, \,, V,...... VY, ylos
S 4 nameros: A, A, AN, A, laexpresion:
[T
’4"’ x=2u+lv - - -
pd AVAHA VL LAY,
= ’/'/
Y se llama combinacion lineal de dichos vectores.
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En el ejemplo, el vector X es una combinacion lineal de los vectores Uy V.

Decimos que varios vectores son linealmente dependientes si alguno de ellos es
combinacion lineal de los restantes.

Cuando no es asi, se dice que son linealmente independientes

Asi en el ejemplo de mas arriba el vector X es coplanar con los vectores Uy V,es

— —

decir, X es combinacion linealde U y V pues se escribe X =2u+1v.

Basesde E,y E;
Dados dos vectores bl Yy Q no nulos ni paralelos, todo vector U del plano puede

escribirse como combinacion lineal de bl y Q . En tal caso se dice que

B ={H , E} es una base de E..

-

En E;, dados tres vectores by, h,, b, no nulos, ni
paralelos a un mismo plano es posible escribir a

cualquier vector U de ese espacio como
combinacion lineal de ellos.

Se dice entonces que B :{ti ti ] es una base de

Es.

Los vectores y el plano cartesiano

Los elementos de V son de naturaleza geomeétrica,
gueremos obtener una expresién numérica de los
vectores a fin de efectuar con ellos calculos en forma

eficiente. Sea O un punto del plano y B :{ q ) bz} una

base ordenada de E,. La base B y O determinan en el
plano un sistema de coordenadas cartesianas (O,XY).
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—

Sea V un vector del plano, como B :{ Q . bz} es base ordenada, V se escribe
A,

b,

de manera Gnica en laforma V=A,l +

- P=(A1, A2)
Entonces al vector V le podemos asociar el '
par ordenado (A;,A,). Los nimeros reales
A, A, se denominan las componentes del

—

vector V en la base B.

Notemos que si U=A, b +A,b, y v=p,b+u,b, ,
a*'(/:)\la*')\zEﬁHlEJszE: (A 1+H)T31+0\ U }-b y
ku=k@A,Q+A,b)= R, b+ R, B

En forma abreviada escribimos:
ALA) + (M ML) = A A+ )
KAALAL) = (KA, K\ ,)

Que es la manera natural de algebrizar el conjunto: R* =R xR . Por lo tanto podemos
identificar a E, con R?. De manera anéloga se efectua la identificacion entre E; y

R3

A partir de ahora, salvo que se indigue lo contrario, trabajaremos siempre con
sistemas de coordenadas ortogonales.

Las bases ordenadas {Elg} de R%y {ELEE} de R®, cuyos vectores se representan

por segmentos perpendiculares dos a dos y de moédulo 1, se conocen con el nombre
de bases candnicas de R? y R3respectivamente.

Nota: En adelante seran utilizadas indistintamente {éé} o) {i, j} para nombrar la

base candnica de R? y {ééé} 6 {i,j k} para la base canénica de R®

Y ]

Sea (O, XY) un sistema de coordenadas 8
ortogonales. A (x,, y.) g
Y B (Xz, Y2) puntos del plano. Consideremos el ool 2
vector AB, queremos encontrar las componentes '
(AL, A,) del mismo, es decir, las coordenadas del

punto P de modo que OP= AB

ol &

Como OA+ AB= OB se tiene que OA+ OP= OB

Y entonces OP = OB- OA = o« ; 3
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En funcion de las componentes, este resultado se expresa como:

()‘1’)‘2) = (Xz! yz)_ (X11 yl) = (Xz_ X Yoo yl)

Por lo tanto el extremo P del vector @que representa al vector AB tiene
coordenadas (X, = X, Y,— ¥,) -

Producto escalar de dos vectores. Propiedades.

Se define el producto escalar de dos vectores U y V, notado

> -
7z

por U.v. 0 < U V>, como el nimero :

— —

u.v= H 4‘ H \H COSH siendo 8 el &ngulo comprendido entre Uy V

« Si 0 esagudo,cosd> Cy portanto: U.V >0

« Si 0 esobtuso, cos9< Qy portanto: U.V <0

Propiedad fundamental del producto escalar.
El producto escalar de dos vectores no nulos es cero si y solamente si ambos son
ortogonales. Es decir:

UuzO0yvz0; uv=0-ulv

Otras propiedades del producto escalar.

— - -

« Conmutatividad del producto escalar: u.v=v.u
+ Propiedad asociativa: A(U.v)=(Au).v=u.(AVv)
* Propiedad distributiva: G(\7+ \Ivj = l]\7+ l] \7v

- =

=\Vu.u

—

u

 Modulo de un vector:

u.v

[

« Angulo de dos vectores: cosf =

» Vector proyeccion:
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La longitud del segmento (AB), que llamaremos A N
segmento proyeccién , es: 5
S - - e U
LY
i coso =] = : >
il M M
\.\:‘/‘:&"1
con signo + 6 - segln sea (0) agudo u obtuso. B
1

Si al segmento proyeccion lo multiplicamos por el vector unitario

u.v -
es decir ‘ H WV

obtenemos lo que se conoce como el vector proyeccion de U sobre V:

Cl
<1

\'%
7

Expresion analitica del producto escalar.
Si consideramos una base ortonormal (una base compuesta por vectores de modulo
1 y ortogonales dos a dos) del espacio tridimensional, a la que simbolizamos

={i, j,k} , es facil comprobar que:
ii=1 jj=1: kk=1 ij=0: ik=0: jk=0

Si las coordenadas de los vectores U y V enlabase B ={ i, j,k} son:

— —

u=(ab ¢ §/=( a, B, €) el producto escalar de los vectores U y V se obtiene:

u.v=aa +bb' +cc

Ejemplo.-
Las coordenadas de tres vectores respecto de una base ortonormal, son:

=(3,-15 v=(471) w=(-2k 3.
A) Calcular l];/

— —

B) Determinar (k) paraque V y W sean perpendiculares.

A u.v=(3) (4+(-9) (7)+(9(13= 6«
B) 0=v.w=(4)(-2)+(7) (K +(1)(3=- & &+ 3

-25
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—

Si u=(abg R/:( a, b, ) son las componentes respecto de la base B ={i, j,k}

Maodulo de un vector
HGH=\/?=\/ g+F+ ¢
ad+bb+cb

M Ve e a7

Proyeccion de u sobre V

Angulo de dos vectores ~ COSO =

5 u.v_ ad+bb+ct
Segmento proyeccion: H\*/H - \/(a')z +(b’)2+(C')2
u.v ad+bb+ ct

(.1, ¢)

"+ () + ()’

Vector proyeccion: =15 V= 7
M @

Ejemplo.- Si 62(3,—4, 12) (/:( 5-2-§ \7v:( 7k,~ 2 enlabase B={i, j k}

Calcula: a) l];/ b) HGH y H\?H c) angulo que forman l] y V

— —

d) vector proyeccion de U sobre V e) Determinar (k) paraque U UJw.

9 Uv=-49  bfi=Vuu=VFrB+ =13 =65
ad+bbB+cc

) €0sB = =-0,467. g=117°52
i Jat + 07+ & () +(B) +( &)’
u.v_  ad+bb+ct _ -49

d) Segmento proyeccion: H~ = = -

vd o J@)y+(b)y+(c) V65

u.v-_ ad+bb+ct ~49
Vector proyeccion: H\?Hz V= (a’)2+(b’)2+(d)2(a' ,d):E(S,—Z,—@
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Producto vectorial de dos vectores. Propiedades.

- -

El producto vectorial de dos vectores U,V , notado por uxv &6 ull v, es el vector que se
define del siguiente modo:

- =

Si U,V son(Ll), entonces el vector U XV se caracteriza por:

<[

e Direccion: ortogonal aambos, es decir: (UXV).u=0 y (uxv).v=0

 Modulo:

| se| siendo B el anguloentre Uy V

- -

e Sentido: depende del angulo que forman los vectores U,V siendo:

a) positivo si B <180° b) negativo si 6>180°
(recordemos que la medida del angulo es en sentido positivo).

a) #8180 b) & =180°
Y g -

+ =+ a?/"“\j;

Haw

P
- * AV

- -

Si U,V son(LD), es decir que alguno de ellos es el vector 0 0 ambos tienen la misma

direccion, entonces el vector u XV es el vector cero,es decir,u Xxv=0.

Propiedades del producto vectorial de dos vectores.

* El modulo del vector (uxvj esigual al

area del paralelogramo definido por los

axq

(area paralelogramo = base por altura)

vectores U YV

Area del paralelogramo =
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e« uxu=0 cualquiera que sea u

e (uxv)= —( vxuj pues son dos vectores que tienen el mismo maodulo, la

misma direccién y sentidos opuestos.
. ()\ uj XV=A ( u xvj =u {)\ \a siendo A una constante cualquiera.
* (uxv)xw noesiguala u x( vij ( no es asociativo).

. ax(\7+ \;vj = [JX;/+ IJX\?V (propiedad distributiva).

A partir de las propiedades vistas tenemos que los vectores de la base B :{ I, j,k}
cumplen las igualdades:

a)ixi=jxj=kxk=0 b) ixj=k c) jxi=-k

d) jxk=i e) kxj=-i fykxi=j g)ixk=—]

Expresion analiticade uXxv

Si u= (a b Hv:( 4, b, £ son las componentes respecto de la base B ={i, j,k}

Tenemos que:

uxv=(ai+bj+ck Xd i B j+ ¢ §=
=zaa'(ixi)+tab'(ix)+ac(ixk+ ba( jx)+ bb( jx )+ bc( jxR+ ca kX
~ . ~- - v _ _

0 J 0 [ J

+cb'(kx )+ cc(kxR=

_i 6
=ab'.k-ac.j-ha.k+ bc.#+ cd.+ cb¥ bc.+ cb+ ac.4ca'.j+
+ab'.k-ha'.k=

b cf |la ¢
1 1| + 1 1
b' ¢ a c

=(b.c-cb) i+(ca- ac) j(ab- bg kz‘
Madulo:

- avr b cf |c d° |a H§
uxv| = +
d d a

b" ¢
Direccion: el vector dado es ortogonal a Uy a v . Efectivamente:

2
+

10
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ol b c|l|c a
u.(uxvj—(abc).(‘b, Ep :‘,a jJ_
a b c
=ab, C,+bC a‘+c‘a j=a b ¢=0
b" ¢ c d a 2 5 d

idem para \7(& lej

Ejemplo.- Determinar un vector de moédulo 9 ortogonal a los vectores:
u=(32-2 v=(-113

El vector ([JX\?) Ou y también (IJX\?) Ov

i ok
uxv=(3 2 -2=10i- 10j+ &=( 10; 10}
-1 1 4

=J(UxVY.(UXY =10+ 10 + 5= 225 1

w0
— | UXV
UX\/{

UX\/‘

Un vector unitario en la direcciéon de (uxv) es:

L(u x(xj =i(1o,—1o,5) =(—2 -2 —lj
i Xv{ 15 3'3'3
y por lo tanto basta multiplicar por 9:

9L(G x(xj =2(10-10,9=( 6- 6,8 osuopuesto (- 66-3)
Gx% 15

Ejemplo.- Dos de los lados de un triangulo son los

vectores U = (3-59 vy §/=( 4,7,9. Calcular
Su area.

El area del paralelogramo definido por los vectores

u= (3,-5,1 ;/:( 4,7, es igual al médulo del
producto vectorial de ambos, es decir:

ik
uxv=[3 -5 1=(-37,-14,4)
4 7

Entonces el area del paralelogramo es

11
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uxy

Luego, el area pedida sera A= %\/3246

Puntos, Rectas vy Planos en el espacio.-

Sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales tridimensionales

En un espacio euclideo tridimensional, un
sistema de coordenadas cartesianas se define
por tres ejes ortogonales de igual escala.

Cada una de las coordenadas de un punto P
estd dada por el segmento proyeccion del
vector de posicion de dicho punto sobre cada
uno de los ejes coordenados X, Y, Z, en ese
orden.

En el grafico

OP=(%, ¥, 2)=%.i+Y,. ] +2,.k, pues:

X, es el segmento proyeccion de OP sobre el
eje X,

Y, es el segmento proyeccion de OP sobre
eleje,

Z, es el segmento proyeccion de OP sobre el eje Z.

ALGEBRA LINEAL | (Matematica),
’ ALGEBRA | (Fisica),
ALGEBRA (Quimica y Bioguimica)

=|(-37,~14,4) = /(- 37 +(- W +( 42 =V 324

. =8
B
\If

e S

R : 4
| e
N '
i k < E I
I— L ! :
t/10=(0,00) ; YO Y
i
1

Cada uno de los ejes esta definido por el origen de coordenadas y un vector que da la

direccion. Por ejemplo, el eje x esta definido por el origen de coordenadas O y

el versor i .

De este modo, la coordenada X, del punto

P, es igual al segmento proyeccion del vector
de posicion de dicho punto sobre el eje X:

xo:%:@[j

12
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Comprendido esto, para graficar un punto (x,y,z) en un sistema de ejes coordenados
tridimensional, procedemos como muestra la ilustracién, sin necesidad de recurrir al
vector posicion:

Ejercicio:

Representar los siguientes puntos en un sistema de ejes coordenados tridimensional
P(523) Q(3-25) R(140) S(004) T(063)

Ecuacion del Plano:

Teorema: Cualquier plano en un sistema coordenado rectangular tridimensional, se
puede representar por una ecuacion lineal. Reciprocamente, la grafica de una
ecuacion lineal es un plano.

Demostracion: Si B, (x, ¥;, z)esta en un

plano dado y N=Ai+B j+ Ck, distinto de

cero es perpendicular (normal) al plano, se
debe verificar que para cualquier punto P

del plano <N, B P>=0, como las o P‘/P

componentes de N son (A,B,C) ylas de
PP=(x-X, Y- Y, = 2), resulta

A(x=%)+B(y- y)+ C(z =0

Ax+By+ Cz (- Ax—- By- C2=0
Es la ecuacion del plano que pasa por B, (x1 Vi Zi) y es perpendicular al vector
N = Ai+Bj+Ck.

Se puede sustituir (-A.x — B.y,— C z) por Dy la ecuacion del plano en la forma
general queda: Ax+By+ Cz D=0

Reciprocamente, si hallamos un P, (xl, Yis zl) que satisfaga la ecuacion
Ax+By+ Cz D=0,quedaAx +By+Cz+ D=0

Ax + By + Cz + D=0
Luego restando Ax + By + Cz+ D=0
A(x=x)+B(y- )+ C(z 2)=0.

13
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Lo cual muestra que el plano es perpendicular a N = Ai+B j+Ck y pasa por

P (%, % 2)

EJEMPLO 1: Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto B (4,—3, 2) y es

perpendicular al vector N=2i-3 ] + 5k

Solucién: la ecuacion de todo plano perpendicular al vector dado estard dada por
2x-3y+5z+ D=0

Como P, (4,-3, 2) pertenece al plano, tenemos 2.4- 3(-3+ 5 2+D = (, de donde
D= -27y, por lo tanto, la ecuacion pedida es 2.x—-3.y+5z- 27= C

EJEMPLO 2: Hallar la ecuacion del plano determinado por los puntos
R(126) . R(44)yR(235

Solucion:

Si bien no tenemos como dato el

vector normal, cualquier vector ZLeBug
(obviamente no nulo) que sea \ :
ortogonal a dos vectores no paralelos
ni alineados del plano, seré el vector
normal que buscamos.

Consideremos entonces los vectores

PP =3i+2j- 5k
RR=i+j-k

— 5 Py

N=Ai+B.j+CKk

Y teniendo en cuenta que
N=Ai+Bj+Ckes
perpendicular a ambos,

planteamos los productos
escalares :

—_

BB >=3A+2B-5C=0
= A=3C, B=-2C
BB >= A+ B- C=0

Luego, sitomamos C=1, se tiene N=3i-2 ] +k de donde la familia de planos

3x-2y+z+D=0 es normal a N y, como el plano pedido pasa por los puntos dados, se
tiene que D=-5

14
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Por lo tanto, la ecuacién buscada es:
3X-2y+z-5=0

EJEMPLO 3: Calcular la amplitud del &ngulo

determinado por los planos

4x-8y-z+5=0 y x+2y-2z+3=0

Solucioén:

El &ngulo entre dos planos es igual al
angulo (o su suplemento) entre sus
normales

o8Ik lird-X

Los vectores N, = 9 , son vectores unitarios normales

a los planos dados,

4.1-82-1(-2

<NIW2 >=1.1.coY = co¥= >

cos@z—;—g = @[0122° 6 6058°

Ecuacién vectorial de un plano 7T

Elegimos un punto ALl 7Ty dos

vectores U Y Vlinealmente A%x

independientes y paralelos a 7.
Entonces, es facil ver que X L 7Tsiy

—_— =

sélosi AX, U, V son linealmente
dependientes ( es decir, los tres son

15
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paralelos a 77), esto ocurre siy sélo si existen A, ZR tales que
AX=A.u+u.v como AXe % . setiene
X = A+/l.ﬁ+/1.§/ (A,#OR) que es la ecuacion vectorial de 7T

En otras palabras, dados A, #OR, la ecuacién da un punto X de 7Ty, dado X (77,
existen A, 4R tales que se verifica la ecuacion.

OBSERVACION:
SiA B y ¢ C son puntos distintos y no colineales de T, podemos tomar

u=AB, v= AC (por ejemplo) y entonces X = A+ A. AB+,u "AC es una ecuacion

vectorial de /7.
Ecuaciones paramétricas del plano 77

Los vectores U y vson los vectores directores del plano 7T. Sitomamos un sistema
coordenadoenelque X =(X y,2 A=(% Y, 2) e (abr §/:v( m,n),

resulta: (X, ¥,2)=(%, ¥, g)+tA(abg+tu(mn}
Es decir

Xy, )=(x+A.atumy+A.bu.ngztd eu }
Luego:

X=x+A.a+tum
y=Y,+A.b+pu.n  sonlas ecuaciones paramétricas de 77
z=z+Actup

OBSERVACION:
Si 7T pasapor los puntos A=(x,¥,2),B=(%, %, 2) YG(X ¥ Ano
colineales, entonces podemos tomar como vectores directores

u=AB=(%- %, %- Y, 2- 2
V=AC=(%-% %— ¥ 3~ 2
X=X +A.(% = X)+u(%= %)
Luego: sy =y, +A.(Y, = V) +u(%- %  Au0OR
z=z+A(z- )+u(2- 3

son ecuaciones paramétricas de 77

Ejemplo 1: Hallar una ecuacion vectorial del plano que contiene los puntos A=(0,1,0),

B=(1,0,1) y C=(0,0,1) "

&

Solucioén:
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AB=(1,-1,12)

. son linealmente independientes,
AC=(0,-1,1

luego todo punto X del plano esta dado por

X=(0,4,0+A,(1-23+x(0-1) A uOR, que esuna ecuacion vectorial del
plano.

Ejemplo 2: Esbozar el plano que tiene por ecuaciones paramétricas:
X=A
y=u A, uOR
z=1

Solucion: Escribimos las ecuaciones de la forma:

Vemos que 7T pasapor A=(0,0,1)yes paralelo a a:(l, 0,0) y a v= (010,
asi tenemos:

4

Observacion:
el plano obtenido en el ejemplo precedente, es de laforma z=k , kOOR, (en este

caso con k=1), paralelo a plano XY.

De igual modo, con ecuaciones del tipo
x=t ,tUR tendremos ecuaciones de los planos

paralelos al plano YZ , (en el dibujo se grafico el
plano x=3)

17
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ycon y=s, slUR tendremos las ecuaciones

de los planos paralelos al plano XZ, en el
B dibujo se grafico el plano y=2

Ejemplo 3: Dar una ecuacion vectorial del
plano 7T, que tiene por ecuaciones paramétricas

X=—6+ A-u
y=-1+71-14u A, u0OR
z= 4-51+2u

X=(-6,-1,4+A.(17-9+u(-1-142 A uOR esuna ecuacion vectorial de 77

Ecuaciones de una recta

Forma implicita
Una recta en el espacio puede definirse como la
interseccién de dos planos que pasen por ella.

A'x+B'y+ C z+ D=0
A"x+ B"y+ C' z+ D'=0

Luego, hay infinidad de maneras de definir una
recta, ya que hay infinidad de planos que pasan
por ella.

Ecuacion Vectorial

Sea L larecta que pasa por un punto
dado B, =(X, ¥, )y es paralela a un
vector dado distinto del vector nulo

V = Ai+ Bj+ Ck. Si P=(x,y,z) es un
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punto sobre la recta, entonces el vector BP es paralelo a V . Reciprocamente, si P,P

es paralelo a V, el punto P esté sobre la recta L.
Por tanto, P esta sobre L si y sélo si, existe un escalar A, tal que :

PP=AV
Como las componentes deﬁ’ sonP- | ylasde V son (A,B,C)
queda: P-B=A.(ABC dedonde P=EB+A.(ABC

Luego una ecuacion vectorial de L es:
L:R+A.(A BC)
El vector V es el vector director de la recta.
Retomando la ecuacion 51I—5 = AV seve que:
(X=x).i+(y—W).j+(z- ). k= A.* Bl.  C1.}

Igualando los coeficientes correspondientes:

X=%=AA y-y,=BA ; z-z=CA
Entonces:
X=x+ Al ty=y+BA ; z=2z+CA

gue son las ecuaciones paramétricas de la recta

En general, estas ecuaciones se escriben de la siguiente forma:

X=x+ Al
L:cy=y,+BA
z=2z+CA

Dandoa A un valor real se obtienen x, y,z coordenadas de un punto de L. De esta
forma todo punto de L, se obtiene cuando A toma todos los valores reales.

Al despejar A en las ecuaciones anteriores e igualando se obtiene:

XX _Y"%_Z % con AZ0 B#0 C# 0
A B C

Son las ecuaciones simétricas de la recta L.

Los planos perpendiculares a los planos coordenados se llaman planos proyectantes
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X=% _ Y- % . X Xx_z ¢ A A
A B A C B C
Plano proyectante sobre Plano proyectante sobre Plano proyectante sobre
el plano XY el plano Xz el plano YZ

Con cualesquiera dos de las ecuaciones anteriores se obtiene un sistema de
ecuaciones cuya solucion es la interseccion de dos planos, en este caso los planos
proyectantes y, por lo tanto, determinan la recta L .

En las siguientes ilustraciones se muestran los tres planos proyectantes de la recta
que pasa por los puntos Ay B:

Proyectante sobre el plano XY: Proyectante sobre el plano YZ:

."\

o |
3T
I

i
i
|

7
1

8

Observaciones :

1) Silarecta L, antes mencionada, es talque A=0 y By C son distintos de cero,
entonces la recta pasa por P, =(X, ¥;, z) Y es paralela al vector V = Bj+ Ck.

Luego la recta es paralela al plano YZ, y en consecuencia el plano X=X la

contiene.
2) SiIA=B=0; C#0, entonces larectapasapor B =(x, Y, z) yes paralela al eje

Z, luego ella es la interseccion de los planos: X=X € Yy=Y.

Ejemplos
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1) Encontrar las ecuaciones simétricas que representan la recta que pasa por el punto

C =(2,-1,3) y es paralela al vector V = 2i - 5j + & . Encontrar ademas, un conjunto de
ecuaciones paramétricas de la misma recta.

Xx-2 y+1 z-3

Rta: ecuaciones simétricas de la recta
2 -5 6
x=2+21
y=-1-54 comM R ecuaciones paramétricas de la recta.
z= 3+64

2) Encontrar ecuaciones simétricas de la recta que pasa por:
B=(2-45 vy B=¢131
Rta: el vector director de la recta puede ser:

BB =-8i+7.]—- &
Entonces las ecuaciones son:

X-2 _y+4 z-5
-3 7 -4

3) Escribir ecuaciones de la recta que pasa por los puntos:
B=(2,64) vy B=GB-24
Rta: El vector director puede ser: PP, =i-8j
entonces la recta es paralela al plano XY.
El plano z = 4 contiene a la recta.

Sus ecuaciones pueden ser:

1 -8
O bien:
8x+y-22=0 ; z= 4

4) Encontrar ecuaciones, en forma simétrica y en forma vectorial, de la recta
interseccién de los planos:

L:X+y-z-7=0 y m: x5y 52z 5 (
Rta: aplicando operaciones elementales eliminamos z y queda :
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6x+10y—- 30= (
Después despejamos y :
_—3x+15

5 1)
Aplicando nuevamente operaciones elementales eliminamos x y queda:
4y+6z+12= 0
Ahora despejamos vy:
y= -3z-6
2

)

Igualando (1) y (2), obtenemos:
—-3X+15_ y= -3&-6
5 2

Dividiendo todos los miembros por (-3), se obtienen:

- +
XTS = _y3 = 2—22 Ecuaciones simétricas de la recta pedida
Se observa que la recta pasa por B, =(5,0,-2) y es paralela al vector
V =5i-3j+ 2k

Entonces su ecuacién en la forma vectorial, puede ser:
L :(507 2¥1 .(55 3,2)conA0R

Nota: Puede resolverse de otras formas, por ejemplo:
a) Hallando dos puntos que satisfagan ambas ecuaciones de los planos dados y a
partir de ellos calcular el vector director de la recta.
b) Obtener un vector director de la recta, calculando el producto vectorial entre las
normales de ambos planos y considerando un punto que pertenezca a la recta.

Posiciones relativas de las rectas:

Rectas Alabeadas

Definicion: Dos rectas en el espacio

son alabeadas cuando no se /
intersectan ni son paralelas.
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Dadas dosrectas r y s se quiere conocer si son paralelas, concurrentes o
alabeadas vy, si son paralelas, verificar si son coincidentes o distintas.

Si designamos por I =(a,b,c) un vector director de larectar, por S=(mn p un
vector director de larecta's, por A=(X, ¥, Z) un punto cualquiera de la recta r y por
B=(%, ¥,, Z) un punto cualquiera de s,

observemos que:

v rys son alabeadas siy

—- 5 —

solamente si {r,S,A es -

linealmente independiente, o sea
si y solamente si: 8

a b c
m n p |#0

X=X Yoo h %

v ry s son paralelas siy solamente
si {r,s} es linealmente

dependiente,

esto es, si y solamente si existe e

A0OR tal que r=A7s

v rys son concurrentes siy sélo
si son coplanares y no son
paralelas, es decir, siy solo si:

a b C
m n p (=0

En resumen:

Sir y S son respectivamente vectores directores de las rectasr y s tenemos dos
posibilidades:
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{F,g} es linealmente independiente (l.i.) o

{Fg} es linealmente dependiente (1.d.)

—

1) Si {r,s} es Li elegimosunpunto AOr y un punto BOsy

verificamos que ocurre con el conjunto {r,s, A

v si es linealmente independiente, entonces r y s son alabeadas
v si es linealmente dependiente entonces r y s son concurrentes.

2.) Si {F §} es linealmente dependiente entonces r y s son paralelas.

Resta verificar si son coincidentes o distintas, para esto elegimos un punto
cualquiera P de r y verificamos si P[Js, entonces

SiPUs tenemos r=s

SiPls tenemos rlls y rns=0

Ejemplo 1 . Estudiar la posicion relativa de las rectas:

r:X=%23+4(0,,3 A0R
s: X=(0,1,0+x(1,1,1) xOR

Tenemos r =(0,1,3) y s=(111) luego se observa facilmente que {F,é}

es linealmente independiente.
Tomemos ahora un punto en cada recta por ejemplo:

A=(1,2,3)Ur y B=(0,1,0) 0sy consideremos AB=(-1-1-3) y como

0O 1 3
1 1 1(=2#C
-1 -1 -

Concluimos que {r,s, AB es

linealmente independiente, por
tanto r y s son alabeadas.
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Ejemplo 2. Estudiar la posicion relativa de las rectas:
r:X=(123+1(0,1,3 A0OR
s: X=(1,3,6)+1(0,2,6) uOR
Tenemos que r =(0,1,3) y s=(0, 2,6)

Luego s=2r por lo tanto {Fé} es linealmente dependiente y r//s.

Veamos ahora si son 0 no coincidentes:
Tomamos A=(1,2,3)dr vy analizamos si Als

(1,2,3)= (13,6} 1 (0,2,6) wOR
1,2,3= (L3 % .6 @

N
|
w

3+2u=2- u

Nl N

6+6U=3- U=

w
ol N
»

Als

y concluimos que r =s

Ejemplo 3 : Estudiar la posicion relativa de las rectas:

r:(1,3,6)+4(0,1,3) Alr

X+y+z=6
X—y-z=-4

El vector (0,1,3) es vector director de r (paralelo ar) Para determinar un vector s

paraleloa s, tomemos dos puntos de s.
Si z=0 en las ecuaciones de s obtenemos x=1 e y=5
Si z=1 en las ecuaciones de s obtenemos x=1 e y=4,

luego B=(1,5,0) y C=(1,4,1) son puntos de sy por lo tanto s=BC= (0,-1,1)
es un vector director de s.

Como {r,s} es linealmente independiente las rectas no son paralelas.
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Tomemos entonces el punto A=(1,3,6)0r y como AB=(0,2,-6)
observemos que:

0O 1 3
0O -1 1/=0
0o 2 -
Luego {F,é,? es linealmente dependiente porlotanto r y s son

coplanares y como no son paralelas, concluimos que son concurrentes.
Hallamos el punto de interseccion

@,3,6)+1(0,,3F (1,5,0h 4 (6; 1,
Elpuntoes P:(1,2,3). A

=

POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS
Para estudiar la posicion relativa entre dos planos T y Tt, , consideremos sus

ecuaciones generales:
m:Ax+By+ Gzt D=0
m,:Ax+By+ Gzt D=0

La matriz de coeficientes M= (

ABle
A B G

D
y la matrizampliada ~ M= L'Ai B G 1]
A B GlD,
Entonces:
v Si rg(M) =rg(M) =1 los planos son coincidentes

n_T,

El sistema de ecuaciones es compatible indeterminado

v Si rg(M) =rg(M") =2 los planos son secantes , es decir,
su interseccion es una recta

El sistema de ecuaciones es compatible indeterminado
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v' Si rg(M) # rg(M’) los planos son paralelos

El sistema de ecuaciones es incompatible \

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
Dados los puntos
R=00u%2) v

B, =(X, ¥,, Z), se trata de A
calcular la distancia entre 4T : 7
ambos. ’
Para ello, consideremos los at :
puntos Q=(X, ¥,,3) ¥

R=(%, %, 2).

Se obsreva que en el triangulo
P:QR, rectangulo en Q, la
distancia P;R (por Teorema B e s e T
de Pitagoras), esta dada por: S e T g

RR=y(%- %) +( %~ ¥’

P2

=]

ra

En el triangulo P,RP, ,
rectangulo en R, tenemos
que:

RR =RR+RE=(x §'+( ¥ ¥+( = ¥

AR RB’
Por lo tanto, la distancia buscada est& dada por :

RR=\(%- %) +(%- W +(2- 3’

Distancia de punto a plano:

Sea /7 un plano de ecuacion

T: AXx+ By+ Cz+ D=0 vy

P, = (X ¥y %) » Un punto cualquiera.

Sea R=(%, ¥, )07 vy

consideremos el vector PP
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Observemos que
d(R,m)=d(R,Q

equivale al segmento proyeccion del vector P,B sobre el vector n,
es decir:

<RP.n>
[
<% Y~ Y% 2~ 2. (ABGY _| Ax 3+ By 3+ Ciz f_
JAR +B2+C? VE+B+C
[Ax - A%+ By- By+ Cz= C¢_|- Ax By Gz |
JA?+ B+ C? V R+ B+ C

pues, como el punto P; pertenece al plano, sus coordenadas satisfacen la ecuacion
Ax+By+ Cz+ D=0 ,dedonde -D=Ax+By+Cz

y, como estamos trabajando con valor absoluto, la expresion final queda:

(R m =261 BY* G+ B
A+ B2+ C?

Ejemplo : Si Py:(0,1,3) y 3x+4y-5z+1= 0 hallar la distancia de Py a 77

3.0+4.1-53 11 10 /50 _
J2+4+5 /50 V50

d(R,m) =

Distancia de punto a recta

Sea B, =(X,, ¥, %) unpunto y L unarectaen el
espacio. A diferencia del Plano, existen infinitas
rectas ortogonales a L que pasan por P, todas se
hallan contenidas en el Unico plano 77 que pasa por
P, y es perpendicular a L, pero solo una de ellas es

perpendicular a L.
7T interseca a L en un Unico punto Q.
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Definimos la distancia de P, a L y la notamos d ( P,,L), como la distancia entre P, y Q,
es decir d(P,,L)=d(PR,.Q)

Sea P UL y consideremos el vector
RR
d(R, )= d(R, Q=| RH|. set®)

_

_[RR| s d]_[PEad

o] Ja]
!

siendod, el vector director de la recta L

Ejemplo: Si Pq(1,2,3) y L=(1,0,-1)+A(2,2,1) AeR hallar la distancia de Py a L.

Solucion: Tomemos un punto perteneciente a L, por ejemplo P;=(1,0,-1), entonces:

RR=(0,2,4)
Luego:
e & 8
0 2 4
d(P, L) = c 21 :“_&1+8%_4%“:2@
BRGNP 3 3
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